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EEsseerrcciizziioo  336622..334411  

Studia il seguente fascio di parabole:   � − 3 = ��� 

1. Determiniamo la forma canonica: 

� = ��� + 3 

2. Determiniamo le coordinate dei vertici al variare del parametro a : 

�
 = − �
�� = − 

�� = 0
�
 = � ∙ 0� + 3 = 3                    ⇒            � �0; 3� 

Il vertice non dipende dal parametro  � .  

Pertanto il vertice è uguale per tutte le parabole del fascio, ed 
esso è un punto base del fascio.    

L’asse di simmetria è fisso, e ha equazione:  � = 0 . 

3. Studiamo la concavità: 

Se  a > 0   ⟶   le parabole volgono la concavità verso l’alto.  

Se  a < 0   ⟶   le parabole volgono la concavità verso il basso.  

Se  a = 0   ⟶   la parabola è degenere: la retta  � = 3.  

4. Determiniamo le parabole generatrici: 

Scriviamo il fascio di parabole come combinazione lineare: 

� − 3 − � ∙ �� = 0 

Le parabole generatrici hanno equazione:    

� = 0       ⟶       � − 3 = 0       �������� � ! " �     �� ##� ��$%%�"#�� �   

� → ∞     ⟶        �� = 0            �������� � ! " �    �(���$� �$ � ##  (�$"($� "#$ ) �#$(��$� 

5. Determiniamo i punti base: 

*� − 3 = 0
�� = 0     +                *

� = 3                            � = 0 �,��.  ����$��+              ⇒            � �0; 3�   (soluzione doppia) 

Il fascio ha solo un punto base, il vertice. 

Le parabole sono tutte tangenti nel vertice. 

6. Disegniamo alcune parabole del fascio: 

� = 1              ⟶       � = �� + 3 

� = −1          ⟶       � = −�� + 3 

� = 1
2              ⟶       � = 1

2 �� + 3 

� = − 1
2          ⟶       � = − 1

2 �� + 3 
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EEsseerrcciizziioo  336622..334422  

Studia il seguente fascio di parabole:   0�� − � + �0 − 1�� = 0 

1. Determiniamo la forma canonica: 

� = 0�2 + �0 − 1�� 

2. Determiniamo le coordinate dei vertici al variare del parametro 0 : 

�
 = − 1
22 = − 0 − 1

20 = 1 − 0
20  

�
 = 0 ∙ �1 − 0��
40� + �0 − 1� ∙ 1 − 0

20 = �1 − 0��
40 − �1 − 0�2

20 = �1 − 0�� − 2�1 − 0��
40 = − �1 − 0��

40  

⇒            � 41 − 0
20 ; − �1 − 0��

40 5 

Il vertice dipende dal parametro  0 .    

Pertanto le parabole del fascio hanno il vertice variabile e l’asse di simmetria variabile . 

3. Studiamo la concavità: 

Se  0 > 0   ⟶   le parabole volgono la concavità verso l’alto.  

Se  0 < 0   ⟶   le parabole volgono la concavità verso il basso.  

Se  0 = 0   ⟶   la parabola è degenere: retta  � = −�.  

4. Determiniamo le parabole generatrici: 

Scriviamo il fascio di parabole come combinazione lineare: 

0�� − � + �0 − 1�� = 0 ;        0�� − � + 0� − � = 0 ; 
� + � + 0 ∙ �−�� − �� = 0 ; 
Le parabole generatrici hanno equazione:    

0 = 0       ⟶       � = −�   la parabola è degenere 

0 → ∞     ⟶       −�� − � = 0 ;    � = 0   � = −1  coppia di rette 

5. Determiniamo i punti base: 

6 � = −�     
−�� − � = 0+        6 � = −�                             �7 = 0      ∨      �� = −1+      

⇒      2 �0; 0�     ∧     1�−1 ; 1� 

Il fascio ha due punti base. 

Le parabole sono tutte secanti nei punti base. 
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6. Disegniamo alcune parabole del fascio:  

0 = 1              ⟶       � = �� 

0 = −1          ⟶       � = −�� − 2� 

0 = 1
2              ⟶       � = 1

2 �� − 1
2 

0 = − 1
2          ⟶       � = − 1

2 �� − 3
2 
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EEsseerrcciizziioo  336622..334444  

Studia il seguente fascio di parabole:   �0 − 2�� + 0�� − 2� + 0 = 0 

1. Determiniamo la forma canonica: 

:    0 ≠ 2          ⟶            � = 0
2 − 0 �� − 2

2 − 0 � + 0
2 − 0 

:    0 = 2          ⟶            2�� − 2� + 2 = 0 ;            �� − � + 1 = 0 ; 
2. Determiniamo le coordinate dei vertici al variare del parametro 0 : 

�
 = − 1
22 = 2

2 − 0 ∙ 2 − 0
20 = 1

0 

�
 = 0
2 − 0 ∙ 1

0� − 2
2 − 0 ∙ 1

0 + 0
2 − 0 = 1

0 ∙ �2 − 0� − 2
0 ∙ �2 − 0� + 0

2 − 0 = 1 − 2 + 0�
0 ∙ �2 − 0� = 0� − 1

0 ∙ �2 − 0� 

⇒            � 41
0 ; 0� − 1

0 ∙ �2 − 0�5 

Il vertice dipende dal parametro  0 .    

Pertanto le parabole del fascio hanno il vertice variabile e l’asse di simmetria variabile . 

3. Studiamo la concavità: 

0
2 − 0 > 0 ;          0 > 00 < 2            0 < 0 < 2 

Se  0 < 0 < 2      ⟶ le parabole volgono la concavità verso l’alto.  

Se  0 < 0   ∨   0 > 2   ⟶ le parabole volgono la concavità verso il basso.  

Se  0 = 0      ⟶ la parabola è degenere: retta  � = −�.  

4. Determiniamo le parabole generatrici: 

Scriviamo il fascio di parabole come combinazione lineare: 

0� − 2� + 0�� − 2� + 0 = 0 ; 
−2� − 2� + 0 ∙ �� + �� + 1� = 0 ; 
Le parabole generatrici hanno equazione:    

0 = 0       ⟶       � = −�  parabola degenere 

0 → ∞     ⟶       � = −�� − 1 

5. Determiniamo i punti base: 

*� = −�          
� = −�� − 1+           6 � = −�       

−� = −�� − 1+               
6 � = −�            
�� − � + 1 = 0+   Nessuna soluzione reale 

Il fascio non ha punti base. 
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6. Disegniamo alcune parabole del fascio:  

0 = 1              ⟶       � = �� − 2� + 1 

0 = −1          ⟶       � = − 1
3 �� − 2

3 � − 1
3 

0 = 1
2              ⟶       � = 1

3 �� − 4
3 � + 1

3 

0 = − 1
2          ⟶       � = − 1

5 �� − 4
5 � − 1

5 

0 = −2          ⟶       � = − 1
2 �� − 1

2 � − 1
2 

0 = 3             ⟶       � = −3�� + 2� − 3 
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EEsseerrcciizziioo  336622..334477  

Studia il seguente fascio di parabole:   �� + 2�= − 2�� − �= + 1�� + 4 − 5= = 0 

1. Determiniamo la forma canonica: 

:    = ≠ −1          ⟶            � = 1
= + 1 �� + 2�= − 2�

= + 1 � + 4 − 5=
= + 1  

:    = = −1          ⟶            �� − 6� + 9 = 0 ;           �� − 3�� = 0    coppia di rette coincidenti. 

2. Determiniamo le coordinate dei vertici al variare del parametro 0 : 

�
 = − 1
22 = − 2�= − 2�

= + 1 ∙ = + 1
2 = 2 − = 

� = 1
= + 1 ∙ �2 − =�� + 2�= − 2�

= + 1 ∙ �2 − =� + 4 − 5=
= + 1 = �2 − =��

= + 1 − 2�2 − =��
= + 1 + 4 − 5=

= + 1 = 

= �2 − =�� − 2�2 − =�� + 4 − 5=
= + 1 = −�2 − =�� + 4 − 5=

= + 1 = −4 − =� + 4= + 4 − 5=
= + 1 = 

= −=� − =
= + 1 = −= ∙ �= + 1�

= + 1 = −= 

⇒            � �2 − =  ;  −=� 

Il vertice dipende dal parametro  = .    

Pertanto le parabole del fascio hanno il vertice variabile e l’asse di simmetria variabile . 

3. Studiamo la concavità: 

1
= + 1 > 0 ;        = > −1 

Se  = > −1   ⟶ le parabole volgono la concavità verso l’alto.  

Se  = < −1  ⟶ le parabole volgono la concavità verso il basso.  

Se  = = −1    ⟶ la parabola è degenere: �� − 3�� = 0    coppia di rette coincidenti.  

4. Determiniamo le parabole generatrici: 

Scriviamo il fascio di parabole come combinazione lineare: 

�� + 2�= − 2�� − �= + 1�� + 4 − 5= = 0 

�� + 2=� − 4� − =� − � + 4 − 5= = 0 

−� + �� − 4� + 4 + = ∙ �−� + 2� − 5� = 0 

Le parabole generatrici hanno equazione:    

0 = 0       ⟶       � = �� − 4� + 4 

0 → ∞     ⟶       � = 2� − 5 

5. Determiniamo i punti base: 

*� = �� − 4� + 4� = 2� − 5          +        6�� − 4� + 4 = 2� − 5− +         6�� − 6� + 9 = 0− +         6�� − 3�� = 0  �,��@%$�"  ����$��− + 
*� = 3� = 1+        ⇒      2 �3 ; 1�   (soluzione doppia) 

Il fascio ha un punto base. 

Le parabole sono tutte tangenti al punto base. 
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6. Disegniamo alcune parabole del fascio:  

= = 0              ⟶       � = �� − 4� + 4 

= = 1             ⟶       � = 1
2 �� − � − 1

2 

= = 2             ⟶       � = 1
3 �� − 2 

= = −2          ⟶       � = −�� + 8� − 14 

= = −3          ⟶       � = − 1
2 �� + 5� − 19

2  
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EEsseerrcciizziioo  336622..335500  

Studia il seguente fascio di parabole:   �1 + =��� − 4� + �1 − =�� + 3 − = = 0 

1. Determiniamo la forma canonica: 

:    = ≠ 1          ⟶            � = 1 + =
= − 1 �� − 4

= − 1 � + 3 − =
= − 1 

:    = = 1          ⟶           2�� − 4� + 2 = 0 ;        �� − 2� + 1 = 0 ;     �� − 1�� = 0  coppia di rette coincidenti 

2. Determiniamo le coordinate dei vertici al variare del parametro = : 

�
 = − 1
22 = 4

= − 1 ∙ = − 1
2�1 + =� = 2

1 + = 

� = 1 + =
= − 1 ∙ 4

�1 + =�� − 4
= − 1 ∙ 2

1 + = + 3 − =
= − 1 = 4

=� − 1 − 8
=� − 1 + 3 − =

= − 1 = 

= 4 − 8 + �3 − =��= + 1�
=� − 1 = 4 − 8 + 3= + 3 − =� − =

=� − 1 = −1 + 2= − =�
=� − 1 = −�= − 1��

=� − 1 = 1 − =
= + 1 

⇒            � B 2
1 + =  ;  1 − =

= + 1C 

Il vertice dipende dal parametro  = .    

Pertanto le parabole del fascio hanno il vertice variabile e l’asse di simmetria variabile . 

3. Studiamo la concavità: 

1 + =
= − 1 > 0 ;       1 + =

= − 1 > 0 ;         = > −1= > +1            = < −1   ∨     = > 1 

Se  = < −1   ∨     = > 1   ⟶ le parabole volgono la concavità verso l’alto.  

Se  −1 < � < 1   ⟶ le parabole volgono la concavità verso il basso.  

Se  = = −1      ⟶    la parabola è degenere:  −4� + 2� + 4 = 0 ;            � = 2� − 2 .  

4. Determiniamo le parabole generatrici: 

Scriviamo il fascio di parabole come combinazione lineare: 

�1 + =��� − 4� + �1 − =�� + 3 − = = 0 ; 
�� + =�� − 4� + � − =� + 3 − = = 0 ; 
� + �� − 4� + 3 + =��� − � − 1� = 0 ; 
Le parabole generatrici hanno equazione:    

= = 0       ⟶       � = −�� + 4� − 3 

= → ∞     ⟶       � = �2 − 1 

5. Determiniamo i punti base: 

D� = −�� + 4� − 3
� = �2 − 1             +        *�2 − 1 = −�� + 4� − 3− +          *2�2 − 4� + 2 = 0− +          *�2 − 2� + 1 = 0− + 

6�� − 1�� = 0− +                  D� = 1  �,��@%$�"  ����$��
� = 12 − 1 = 0                     +              ⇒      2 �1 ; 0�   (soluzione doppia) 

Il fascio ha un punto base. 

Le parabole sono tutte tangenti al punto base. 
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6. Disegniamo alcune parabole del fascio:  

= = 0              ⟶       � = −�� + 4� − 3 

= → ∞            ⟶        � = �2 − 1 

= = 2              ⟶       � = 3�� − 4� + 1 

= = −2           ⟶       � = 1
3 �� + 4

3 � − 5
3 

= = 1
2               ⟶       � = −3�� + 8� − 5 

= = − 1
2            ⟶       � = − 1

3 �� + 8
3 � − 7

3 

 

 

 

 

 


