ESAME DI STATO LICEO SCIENTIFICO

MATEMATICA

Problema 2

«All'inizio e alla fine, abbiamo il mistero. [...] A questo mistero la matematica ci avvicina, pur senza
penetrarlo». (E. De Giorgi)

Si consideri la famiglia di funzioni f,(x) = Vx?—+vax2+bx+1, con n€N, n>1 e
a,beR a<0.

a) Verificare che, qualunque sia il valore di n, la funzione f,, non & derivabile nel punto di ascissa
x = 0. Determinare il valore di n in corrispondenza del quale il grafico di f,, presenta un punto
angoloso. Per opportuni valori dei parametri a, b, il grafico «, in figura, rappresenta la funzione

f>(x) = |x| — Vax? + bx + 1. Determinare i parametri a e b, considerando che f, & definita in
[—1; 1] e che il suo grafico & simmetrico rispetto all'asse delle ordinate.

A

\ 4

Si ponga, d'orainavanti, a = —1, b = 0.

b) Studiare la funzione g(x) = |x| + V1 — x? , verificando che non & derivabile negli estremi del
dominio e nel punto di ascissa x = 0. Indicare con f8 il suo grafico e tracciare la curva
y=aup.

c) Larettar, diequazione x =k, con —1 < k < 1, interseca y nei punti P e Q. Dimostrare che la
misura del segmento PQ € massima quando r € asse di simmetria di y.

d) Verificare che la funzione H(x) = %(arcsen(x) + xv1— xz) € una primitiva della funzione

h(x) = v1 — x2. Con il metodo che si ritiene piu opportuno, calcolare I'area della regione finita
di piano delimitata da y.

«Le forme create dal matematico, come quelle create dal pittore o dal poeta, devono essere belle:
le idee, come i colori o le parole, devono legarsi armoniosamente. La bellezza e il requisito
fondamentale: al mondo non c’e posto perenne per la matematica brutta». (G. H. Hardy)
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Punto a - Parte 1

Studiamo la derivabilita della famiglia di funziogf, (x) = Vx2 — Vax2 + bx + 1 distinguendo 3 casi:

Cason = 2

fo(x) = 2\/F—\/ax2+bx+1 = |x|—+vax?+bx+1 =

Funzione +x —+ax?+bx+1 sex=>0
fz(x) =
—x—+ax?+bx+1 sex <0

2ax+b
+1-— sex>0

. . I \ 2
Derivata prima  f',(x) = 2 aga;fz 1
-1-— sex <0

k 2Vax? +bx +1

Derivata destra = _, ) 2ax + b b
nx=o  fw® = -] = neg
2ax+ b ] b

Derivata sinistra

vata ) = tim |-1-
nx=0  / e PN T |

Essendot1 —gqt -1 —g Vb €ER

la funzione, pen = 2, non € derivabile it = 0 e presenta in esso un punto angoloso.

= —1--.
2

Cason > 2 dispari
] fux) = Vx2—vaxZ+bx+1
Funzione 2
fa(x) = xn—+ax?+bx+1

Derivata prima | ', (x) 2 1 2ax +b 2 2-n 2ax +b
xX) = —Xn s = —Xxn - —
P b n 2Vax? +bx + 1 n N Ztbrt 1
n>2 = 2 2ax + b
— "(x) = . —
(n 2>O) I nVvx"?2 2Vax?+bx+1
Derivata destra = _, _ 2 2ax + b b
o N O = | = cer=(Q) =+
=0" InVxn=2  2vax? + bx + 1 2
Derivata sinistra _ 2 2ax + b b
inx =0 f Tl_(o) = llTn_ [ n — ] = (—00) — <—) = —00,
=07 InVx"=2  2vax? + bx + 1 2

Pertanto, pem > 3 dispari, la funzione non e derivabilein= 0 e presenta in esso una cuspide.

www.mimmocorrado.it

Matematica



Cason > 2 pari
fu(x) = Vxz—Jax? +bx+1 = |x|%—\/ax2+bx+1 =
. 2
Funzione +xn —+yax?+bx+1 sex>0
fa(x) =

- 2

—xn—+ax?+bx+1 sex <0

. . ( 2 2ax + b
Derivata prima | +— - = sex >0
, _ 4 nVx"2 2vVax?+bx+1
(n>2 =>) fn(x) o 2 2ax + Db <0
- — se x
n-2>0 l ny/(=x)"~2  2vax? +bx +1
Derivata destra 2 2ax+b b
nx=0 S = Y eS T e amrd 0
Derivata sinistra 0 y l 2 2ax +b l (—o0) (b)
Ny — - = lim |— - = (—o)—|=
inx=20 n x—0~ n’V(_x)n—Z 2\/61.9(,'2 +bx+1 2

400,

Pertanto, pem > 2 pari, la funzione non e derivabilein= 0 e presenta in esso una cuspide.

In definitiva la famiglia di funzionif,,(x) non € derivabileix =0 VneN .

—00 ,
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Studiamo la derivabilita della famiglia di funziogf, (x) = Vx2 — Vax? 4+ bx + 1
utilizzando la definizione di derivata ( limite dalpporto incrementale ).

. fxoth)—f(x)
m

fa (X0) = #_}0 A
f© = lim : — i LSO
= lim _
h—0 h
n _ \/— n |
— lim VhZ —Vah? +bh + 1+ 1 . 2 hZ e
h—0 h h=0 h h—0
Consideriamo i seguenti casi:
Cason =2
/ Al . +h
W |h| (f2)+ 0) = hlﬂgyr T = hliygk T = +1
50 = lim — = lim — N
o o ' |h| _h
k(fz)— 0) = hliTgl_ 5T hlirgl_ - = -1

Pertanto pern = 2 la funzionef,(x) non & derivabile irx = 0 e presenta in esso un punto angoloso.

Cason > 2 dispari n—2 >0 dispari
2
’O—I'W—l' hﬁ—l' ! = Ul ! = i !
fa(0) = 2 S S S hl_% = 2 h"T—Z = =
] 1
(fn)+ (0) = lLim = +00
=
D_(0) = U L .
|- (0) = lim = s
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Cason > 2 pari n—2>0 pari

nrh2

fn(0) = lLim

2
(0 @ = gim T By P, L
— —_— = —_— = = = (0]
fn)+ W50 Th ot ot h—0* R/pn-2
VR YR Y Y IA]
(f)-(0) = hlggl_ A = hlirgl n - pn—2 - hlirgl_ h-3hn—2 - hlirgl— h- Yhn-2 -

= lim

—h
—— = lim = —
h—-0~ p.*/pn-2 h—0~ R{/pn-2

Pertanto pern > 2 la famiglia di funzionif,,(x) non é derivabile ir = 0 e presenta in esso una cuspide.

In definitiva la famiglia di funzionif,,(x) non & derivabileic =0 Vvn € N.
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Il terzo metodo consiste nell’esaminare separataminderivabilita delle due funzioni che formafigx) .

La funzioneh (x) = Vax? + bx + 1 e definita, continua e derivabile yn= 0 . Infatti:

] 2ax+b b
lim = =

x=0 2v/ax? + bx + 1 2

La funzioneh,, (x) = Vx2 & definita, continua ma non derivabilexin= 0 . Infatti:

Cason = 2

+ >0
@ =V =1xl= {17 272,
hy+ (0) = lim +1= +1
X207 punto angoloso inx = 0
Ry-(0) = lim—1= —1

x—>0~

Cason > 2 pari o dispari

ha(x) = Vx?

I} 2
fn () = S

hl s (0) = lim

2 N . . .
m o= = +o00  f,(x) non é derivabile it = 0

Si conclude pertanto che la funziofy€x) = h,,(x) + h (x) non e derivabile ix = 0

e pern = 2 presentain esso un punto angoloso.
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Punto a - Parte 2

Per determinare i parametti e b della funzionef, (x) = |x| — Vax? + bx + 1 rappresentata dal grafica
imponiamo, per come si evince dal grafico, il pagga della curva per i punti(—1;+1) e (+1;+1).
Si ottiene il seguente sistema:

{+1 = |-1] —va(-1)2 + b(-1) + 1 {1 —1-Va—-b+1
+1 = |41 —Ja(+ D2 + b(+1) + 1 1=1-Va+b+1
{\/a—b+1=0 {a—b+1=0 {a=—1
Va+b+1=0 a+b+1 =0 b=20

Si ottiene la funzionef, (x) = |x| — V1 — x? .
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Punto b

+x + V1 —x2 se 0<x<1

Studiamo la funziongy (x) = |x|+V1—x? = {
v —x + V1 — x2 se —1<x<0

Dominio D={x€eR / -1<x<1}

g =0 |x|+J/1-x2=0; J1-x2=—|x| AxER.

gx)>0 |x|+V1i—x2>0 Vx €D perché somma di quantita non negative
Simmetrie g (—x) = |—x| + /1 — (=x)? = |x| + V1 — x2 = +g(x) funzione simmetrica rispetto asse y

La funzione é continua nell'intervallo chiuso eitiao [—1; 1] , pertanto, non ci Sono asintoti
verticali, orizzontali e obliqui.
o Per il teorema di Weierstrass assume nell'interw@t1; 1] massimo e minimo assoluti.
Limitie ) 5 curvag passa per i puntid (=1;+1), B (+1;+1) e € (0; +1).

Asintoti
gD = |-1+y1-(-1D2=1

gD = |[+1/+y1-12 =1
g = [0]+J1-0% =1
—2x X
+1-— se 0<x<1
Derivata . {+1+2 — se 0<x<1 ’(x)_ ! 1— 22
prima. 7 7~ IR se —1<x<0 R S — se —1<x<0
PN e - 1— x2 -
30352'6‘)’ g'0o @ definitain ]=1,0[ U 10,1[
X
o gh @ = lim |- ——] = +1
N T — 2
Diim;ai)"ga 0 1 X x punto angoloso in x =0
9= = lim _l_m] =1
o X
?ner;cviblttla gL(+1) = xl_fm_ [+1 _ﬁ] = — g (x) non éderivabile in x = +1
o X
[.)eI‘IViblllta gL(-1) = lim |[-1—-—| = +w (x) non é derivabile in x = —1
in x=-1 xo—1* V1—x2 9
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Essendo la funzione pari, continuiamo lo studidad&inzione nell'intervalldo, 1[ (*)

+1 - 1ix2=0; V1—-x2—-x=0; Vv1—x2=x;
2
gx)=0 —£ non accettabile (x)
x=0 2 _q. - 2
{1—x2—x2 227 =1; f2 = 2
+ > accettabile
VI—x2—
+1_\/1i—xz> \/1i—9€2x>0 Essendo \J1—x2>0 Vx€]0,1] studiamo+1—x2—x>0
g'(x)>0 >0 =0 x>0 _V2 0 V2 1
I x x 2 2
1—x2>x{1_x2>x2 {1—2x2>0{—£<x<+@ -__@" é)
2 —-— - —-— o -
0 V2 |
g (x) & crescente in]o,ﬂ[ 2
? 9@ >0 gx)<0
g (x) & decrescente in]g,l[ / \
2
Maxemin (V2 V2 V2 V2 1 N
g 7 = +7+ 1-— ? = +7+ 1—5 = +7+7 =\/§

Data la simmetria della funzione:

M (—g ; \/E) e N (g ; \/7) sono punti di massimo relativo e assoluto

A(-1;1), B(1;1) e €(0; 1) sono punti di minimo assoluto.

Il grafico g della funziongy (x) = |x| + V1 —x? e sotto rappresentato.

2_?

M=(-07,14) N=(0.7,14)

A=(-1,1) C=(0,1) B=(1,1)
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Il grafico della curvay = a U € sotto rappresentato.

P

Y

Punto c

Prendiamo il punta® € g el puntoQ € « .

| punti P e Q hanno coordinate:

P(k; lkl+vV1—k2) e Q(k; |kl —V1—k2)
con —1<k<1.

Calcoliamo la misura del segmem@

Essendoy, >y, = PQ=yp—Y,

d(k)=PQ = (|k|+\/1—k2)k=0
d (k)= 21— k2 .

Tale funzione & massima per= 0.
Tale valore individua la retta = 0, asse di simmetria g .
La lunghezza della corda massima PQdg0) = 2.
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Punto d

Per verificare ched (x) = %(arcsin(x) + xV1-— xz) e una primitiva dh(x) é sufficiente dimostrare che:
H'(x) = h(x) con —1<k<1.

N =

T =5 e NI

1 x?
+ 1-v1—x2%— l =
V1 — x? V1 —x2
'1+(1—x2)—le 3
V1 —x2

1 —2x
[ + 1- 1—x2+x-—]=

= N-R) NPk N -

—~ N

1-x%)

=
I

=
N

(l—xz).\/l—x2 3
Vi—xZ2 VI—x2

Determiniamo l'area della regione finita di pianeldnitata day .

Sy = Z'Ll[g(x)—fz(x)] dx =
. z-[[(|x|+m)_(|x|_m)] dx =
1
= 2-f 1—x2dx =

= 4-[1\/1—x2 dx =
= 4 [H) g =

= 4- %(arcsin(x)+ xﬁ)]l =

0

= 4- %(arcsin(l)+ 1-\/1—12)—%(arcsin(0)+ Om)] =
= 4 %(ng 1-x/6)—%(0+ o-ﬁ)] =

I
NN
N =

s
2
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