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Punto a – Parte 1 

Metodo 1 

Studiamo la derivabilità della famiglia di funzioni  ����� = √��	 − √��� + 
� + 1  distinguendo 3 casi: 

 

Caso � = 2 
 

Funzione 

�����    =     ���� − ���� + 
� + 1    =    |�| − ���� + 
� + 1   = 

�����    =     �+� − ���� + 
� + 1             �� � ≥ 0−� − ���� + 
� + 1             �� � < 0� 

Derivata prima ������   =       
⎩⎪⎨
⎪⎧+1 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1                  �� � > 0

−1 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1                  �� � < 0� 
Derivata destra 

in � = 0 ���"�0�   =   #$%&→(" )+1 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1*    =     +1 − 
2  . 
Derivata sinistra 

in � = 0 ���,�0�   =   #$%&→(, )−1 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1*    =     −1 − 
2  . 
Essendo +1 − -� ≠ −1 − -�    ∀
 ∈ 1 

la funzione, per � = 2, non è derivabile in � = 0  e  presenta in esso un punto angoloso. 

 
 

Caso � > 2  dispari 
 

Funzione 
�����    =    √��	 − √��� + 
� + 1   

�����    =    ��� − ���� + 
� + 1 

Derivata prima 

2 � > 2   ⇒ � − 2 > 04 

������   =     2� ���56 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1       =      2� ��5�� − 2�� + 
2√��� + 
� + 1   
������   =     2� √��5�	 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1 

Derivata destra 
in � = 0 ���"�0�   =   #$%&→(" ) 2� √��5�	 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1*    =    �+∞� − 8
29      =  +∞ . 

Derivata sinistra 
in � = 0 ���,�0�   =   #$%&→(, ) 2� √��5�	 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1*    =    �−∞� − 8
29      =  −∞ . 

Pertanto, per � ≥ 3  dispari,   la funzione non è derivabile in � = 0  e  presenta in esso una cuspide. 

 
 
 
 
 
 
 
 



Matematica                                                                                  www.mimmocorrado.it                                                                                   3 

 
 

Caso � > 2  pari 
 

Funzione 

�����    =     ���	 − ���� + 
� + 1    =    |�|�� − ���� + 
� + 1   = 

�����    =     ;+�  �� − ���� + 
� + 1          �� � ≥ 0−�  �� − ���� + 
� + 1          �� � < 0� 
Derivata prima 

2 � > 2   ⇒ � − 2 > 04 
������   =       

⎩⎪⎨
⎪⎧+ 2� √��5�	 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1                  �� � > 0

− 2� ��−���5�	 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1           �� � < 0� 
Derivata destra 

in � = 0 ���"�0�   =   #$%&→(" )+ 2� √��5�	 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1*    =    �+∞� − 8
29      =  +∞ . 
Derivata sinistra 

in � = 0 ���,�0�   =   #$%&→(, <− 2� ��−���5�	 − 2�� + 
2√��� + 
� + 1=    =    �−∞� − 8
29      =  −∞ . 
Pertanto, per � > 2  pari,   la funzione non è derivabile in � = 0  e  presenta in esso una cuspide. 
 
 
 
 

 
In definitiva la famiglia di funzioni  �����  non è derivabile in � = 0    ∀� ∈ > . 
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Metodo 2 – Soluzione a cura di Giovanni Bellino 

Studiamo la derivabilità della famiglia di funzioni  ����� = √��	 − √��� + 
� + 1   

utilizzando la definizione di derivata ( limite del rapporto incrementale ). 

��� ��(�   =     #$%?→(   � ��( + ℎ� − � ��(�ℎ      
��� �0�    =     #$%?→(   � �0 + ℎ� − � �0�ℎ     =     #$%?→(   � �ℎ� − � �0�ℎ     =    
                =   #$%?→(   A √ℎ�	 − √�ℎ� + 
ℎ + 1 B  −  A √0�	 − √� ∙ 0� + 
 ∙ 0 + 1 Bℎ   = 

                =   #$%?→(   √ℎ�	 − √�ℎ� + 
ℎ + 1 + 1ℎ     =     #$%?→(   √ℎ�	
ℎ                Essendo     #$%?→(   √�ℎ� + 
ℎ + 1 = 1 

 

 

Consideriamo i seguenti casi: 

 

Caso � = 2 

� ��  �0�   =     #$%?→(   √ℎ��
ℎ    =     #$%?→(   |ℎ|ℎ         ⇒      

⎩⎪⎨
⎪⎧�� �� �D �0�   =    #$%?→("   |ℎ|ℎ   =    #$%?→("   +ℎℎ   =   +1

�� �� �5 �0�   =    #$%?→(,   |ℎ|ℎ   =    #$%?→(,   −ℎℎ   =  −1
� 

Pertanto per  � = 2  la funzione �����  non è derivabile in  � = 0   e  presenta in esso un punto angoloso. 

 
 
 

Caso � > 2  dispari              � − 2 > 0  dispari 
 
 

� ��  �0�   =   #$%?→(   √ℎ�	
ℎ    =    #$%?→(   ℎ��ℎ    =     #$%?→(   1

ℎ65��      =     #$%?→(   1
ℎ�5��      =     #$%?→(   1√ℎ�5�	  

⇒      
⎩⎪⎨
⎪⎧�� �� �D �0�   =     #$%?→("   1√ℎ�5�	  =  +∞ 

�� �� �5 �0�   =     #$%?→(,   1√ℎ�5�	  =  −∞
�
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Caso � > 2  pari                  � − 2 > 0  E�F$ 
 
 � ��  �0� =   #$%?→(   √ℎ�	

ℎ     
�� �� �D �0�   =   #$%?→("   √ℎ�	

ℎ     =  #$%?→("   |ℎ|��ℎ     =     #$%?→("   +ℎ��ℎ     =     #$%?→("   1√ℎ�5�	    =    +∞  . 
�� �� �5 �0�   =    #$%?→(,   √ℎ�	

ℎ    =   #$%?→(,   √ℎ�	 ∙ √ℎ�5�	
ℎ ∙ √ℎ�5�	     =   #$%?→(,   √ℎ�	

ℎ ∙ √ℎ�5�	    =   #$%?→(,   |ℎ|ℎ ∙ √ℎ�5�	   = 

   =   #$%?→(,   −ℎℎ ∙ √ℎ�5�	      =   #$%?→(,   −1√ℎ�5�	  =  −∞ 

Pertanto per  � > 2  la famiglia di funzioni �����  non è derivabile in � = 0  e presenta in esso una cuspide. 

 
In definitiva la famiglia di funzioni  �����  non è derivabile in � = 0     ∀� ∈ >. 
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Metodo 3 

Il terzo metodo consiste nell’esaminare separatamente la derivabilità delle due funzioni che formano ����� . 

La funzione  ℎ ��� = √��� + 
� + 1  è definita, continua e derivabile in � = 0 .  Infatti: 

#$%&→(   2�� + 
2√��� + 
� + 1    =   
2 

 
La funzione  ℎ���� = √��	

  è definita, continua ma non derivabile in � = 0 . Infatti: 

Caso � = 2 ℎ����  = √��� = |�| =  G+�        �� � ≥ 0−�        �� � < 0�    
                                 ℎ�"�  �0�   =   #$%&→(" + 1 =  +1ℎ�,�  �0�   =   #$%&→(, − 1 =  −1                 punto angoloso in  � = 0 

 

Caso � > 2     pari o dispari 

ℎ����  = ���	
                                  ℎ��  ��� = �� √&	,�	           ℎ�"�  �0� = #$%&→(" �� √&	,�	  = +∞     �����  non è derivabile in � = 0      

                                   
Si conclude pertanto che la funzione ����� = ℎ���� + ℎ ���  non è derivabile in � = 0   
e  per  � = 2  presenta in esso un punto angoloso. 
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Punto a – Parte 2 

Per determinare i parametri � e 
 della funzione  ����� = |�| − √��� + 
� + 1  rappresentata dal grafico H 

imponiamo, per come si evince dal grafico, il passaggio della curva per i punti:  �−1 ; +1�   e   �+1 ; +1� . 

Si ottiene il seguente sistema: 

�+1 =  |−1| − ���−1�� + 
�−1� + 1+1 =  |+1| − ���+1�� + 
�+1� + 1�                                    J1 =  1 − √� − 
 + 11 =  1 − √� + 
 + 1� 
J√� − 
 + 1  =  0√� + 
 + 1  =  0�                                           G� − 
 + 1 =  0� + 
 + 1 =  0�             G� = −1
 =  0  � 
Si ottiene la funzione:  ����� = |�| − √1 − �� . 
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Punto b 

Studiamo la funzione  K ���  =  |�| + √1 − ��   =   J +� + √1 − ��          ��   0 ≤ � ≤ 1−� + √1 − ��          ��  − 1 ≤ � < 0� 
Dominio M = N� ∈ 1  /  −1 ≤ � ≤ 1P K ��� = 0 |�| + �1 − �� = 0 ;           �1 − �� = −|�|             ∄ � ∈ 1 . K ��� > 0 |�| + √1 − �� > 0            ∀� ∈ M                  perché somma di quantità non negative. 

Simmetrie K �−�� = |−�| + �1 − �−���  = |�| + √1 − �� = +K��� funzione simmetrica rispetto asse y 

Limiti e 
Asintoti 

La funzione è continua nell’intervallo chiuso e limitato [−1; 1] , pertanto, non ci sono asintoti 
verticali, orizzontali e obliqui. 
Per il teorema di Weierstrass assume nell’intervallo [−1; 1]  massimo e minimo assoluti. 
La curva T passa per i punti: U �−1 ; +1� , W �+1 ; +1�  e  X �0 ; +1�. K �−1� =    |−1| + �1 − �−1�� = 1              K �+1�  =    |+1| + �1 − 1�  =  1                   K �0�     =    |0| + �1 − 0�  =  1                                     

Derivata 
prima 

K� ���  =   
⎩⎨
⎧ +1 + −2�2√1 − ��        ��    0 ≤ � ≤ 1 

−1 + −2�2√1 − ��         �� − 1 ≤ � < 0�            K′ ���  =   
⎩⎪⎨
⎪⎧ +1 − ��1 − �2        ��    0 ≤ � ≤ 1

−1 − ��1 − �2           ��  − 1 ≤ � < 0� 
Dominio   
di   K���� K����  è definita in    ]−1 , 0[    ∪    ]0 , 1[ 

Derivabilità 
in  � = 0 

K D� �0�      =   #$%&→(" )+1 − �√1 − ��*   =  +1
K 5� �0�      =   #$%&→(, )−1 − �√1 − ��*   =  −1                   E[�\] ��K]#]�]  $�  � = 0 

Derivabilità 
in  � = +1 

 K 5� �+1�    =   #$%&→D6, )+1 − �√1 − ��*   =  −∞            K ���  �]� è _�F$`�
$#� $� � = +1  
Derivabilità 
in  � = −1 

 K D� �−1�    =   #$%&→56" )−1 − �√1 − ��*   =  +∞            K ���  �]� è _�F$`�
$#� $� � = −1  
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Essendo la funzione pari, continuiamo lo studio della funzione nell’intervallo ]0 , 1[   (*) 

K���� = 0 

+1 − �√1 − �� = 0 ;              �1 − �� − � = 0 ;                �1 − �� = � ; 
G � ≥ 0           1 − �� = �� �                           2�� = 1 ;                               �6,�  = − √22   �]� �aa�\\�
$#�  �∗�

+ √22       �aa�\\�
$#�             

K���� > 0 

+1 − �√1 − �� > 0;    √1 − �� − �√1 − �� > 0;     c����_]  �1 − �� > 0   ∀� ∈ ]0 , 1[     �\[_$�%] �1 − �� − � > 0 

�1 − �� > �  G � > 0          1 − �� > �� �   G � > 0            1 − 2�� > 0 �  d
     � > 0    

− √22 < � < + √22 � − √��         0             √��             1  
 No   No 

 

Max e min 

K ���  è   crescente   in    e0 , √�� f 
K ���  è decrescente in    e √��  , 1f 

          0                    √22                      1 

No 
K���� > 0 K���� < 0 

No  
 

K g√22 h   =   + √22 + i1 − g√22 h�   =   + √22 + i1 − 12   =   + √22 + √22   =  √2   
Data la simmetria della funzione:      j 2− √��  ;  √24     �     > 2√��  ;  √24        sono punti di massimo relativo e assoluto  U �−1 ;  1� ,    W �1 ;  1�   e   X �0 ;  1�     sono punti di minimo assoluto. 

 
Il grafico  T  della funzione K ���  =  |�| + √1 − ��   è sotto rappresentato. 
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Il grafico della curva  k = H ∪ T  è sotto rappresentato. 

 

 

 

 

 

Punto c 

Prendiamo il punto l ∈ T  e il punto  m ∈ H . 

I punti l e m hanno coordinate:   l An ; |n| + √1 − n�B   e   m An ;  |n| − √1 − n�B  

con   −1 < n < 1 . 

Calcoliamo la misura del segmento lm : 

Essendo   op > oq        ⇒       lmrrrr = op − oq  

_ �n� = lmrrrr  =   2|n| + �1 − n�4  n = 0 

_ �n� =  2�1 − n�   . 
Tale funzione è massima per n = 0 . 
Tale valore individua la retta � = 0, asse di simmetria di k . 

La lunghezza della corda massima PQ  è   _ �0� =  2 . 
 

 

  



Matematica                                                                                  www.mimmocorrado.it                                                                                   11 

Punto d 

Per verificare che s��� = 6� A�Fa�$���� +  �√1 − ��B è una primitiva di ℎ��� è sufficiente dimostrare che: s���� = ℎ���       con   −1 < n < 1 . 

t��u�   =   12 ∙ ) 1√1 − �� +  1 ∙ �1 − �� + � ∙ −2�2√1 − ��*  =     
              =   12 ∙ < 1√1 − �� +  1 ∙ �1 − �� − ��

√1 − ��=  = 

              =   12 ∙ <1 + �1 − ��� − ��
√1 − �� =  = 

              =   12 ∙ <2 − 2��
√1 − ��=  = 

              =   12 ∙ 2�1 − ���√1 − ��  = 

              =   �1 − ���√1 − ��  = 

              =   �1 − ���√1 − �� ∙ √1 − ��√1 − ��  = 

              =   �1 − ��� ∙ √1 − ��1 − ��  = 

              =   √1 − ��  =    v�u� .  
 

Determiniamo l’area della regione finita di piano delimitata da  k . 

w x    =   2 ∙  y [ K ��� − �� ���]6
(  _�  =    

        =   2 ∙  y f 2|�| + �1 − ��4 − 2|�| − �1 − ��4e6
(  _� = 

        =   2 ∙  y 2 �1 − ��6
(  _� = 

        =   4 ∙  y �1 − ��6
(  _� = 

        =   4 ∙  [ s��� ] ( 6  = 

        =   4 ∙  )12 2�Fa�$���� +  ��1 − ��4* (
 6  = 

        =   4 ∙  )12 2�Fa�$��1� +  1 ∙ �1 − 1�4 − 12 2�Fa�$��0� +  0 ∙ �1 − 0� 4*  = 

        =   4 ∙  )12 2{2 +  1 ∙ √04 − 12 A0 +  0 ∙ √1 B*  = 

        =   4 ∙  12 ∙ {2  = 

        =   | . 


