ESAME DI STATO LICEO SCIENTIFICO

MATEMATICA

Problema 2

Fissato un parametro reale a, con a # 0, si consideri la funzione f, cosi definita:

x2 —ax

fa(x) = xz——

a
il cui grafico sara indicato con ().

a) Al variare del parametro a, determinare il dominio di f,, studiarne le eventuali discontinuita e
scrivere le equazioni di tutti i suoi asintoti.

b) Mostrare che, per a # 1, tutti i grafici {1, intersecano il proprio asintoto orizzontale in uno
stesso punto e condividono la stessa retta tangente nell’'origine.

c) Al variare di a < 1, individuare gli intervalli di monotonia della funzione f,. Studiare la
funzione f_, (x) e tracciarne il grafico )_,.

d) Determinare 'area della regione limitata compresa tra il grafico (1_,, la retta ad esso tangente
nellorigine e la retta x = v/3.
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Punto a
Fissato un parametro reale a, con a # 0, si consideri la funzione f, cosi definita:

x2 >ax

DRz
il cui grafico sara indicato con (},,.

a) Al variare del parametro a, determinare il dominio di f,, studiarne le eventuali discontinuita e
scrivere le equazioni di tutti i suoi asintoti.

2

. . —ax
Data la funzione parametrica : f,00) = —— con a#+0
—a
11 dominio di f,(x) si ottiene ponendo: D x # Fa sea>0
; =
x“—a+0
Vx €ER sea<0
La funzione f,(x) ha [’asintoto orizzontale: y = 1.
5 a
va#0 x? — ax o 1-5
lim ——— = lim 7 = 1
XxX—>0 X —Qa X — 00 1 R
X2
a<0 La funzione f,(x) é definita e continua Vx € R e non ha asintoti verticali.

x? — ax |a+ava f2(x) ha lasintoto verticale: x = —/a .
a>0 lim = o0

x-—Ja X —a In x = —/a c’e una discontinuita di Il specie.

In x = +va c’é una discontinuita di Il specie.

2 ) . ) _
x“—ax |a—ava x) ha lasintoto verticale: x =+a.
a>0 A a#1 lim = = o fa(x)

x—+va X2 —a

2

Xt —x
lim lim =— In x = +1 c’e una discontinuita di 11l specie.
1 x—>+\/—x2—1 x-+/ix+1 2
a=
i 1+1 fa (%) ha asintoto verticale: x = —1.
x_fr_n\/‘xz -1 [ In x = —1 c’é una discontinuita di Il specie.
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Punto b

Mostrare che, per a # 1, tutti i grafici ), intersecano il proprio asintoto orizzontale in uno
stesso punto e condividono la stessa retta tangente nell'origine.

Determiniamo i punti di intersezione fra la curva e I’asintoto orizzontale:

x?—a cona#0 AN a1
y=1
x? —ax
1= = x?—a=x*—-ax ax =a x=1
x2 —a { {
_ — y:l

1l punto di intersezione comune a tutti i grafici di Q, e l’asintoto orizzontale y = 1 ha coordinate A(1;1).

La retta tangente nell origine ha equazione: y —yo =m; " (x — xg) .

Determiniamo il coefficiente angolare della retta tangente:

a(0>—-2-0+a) a?
0 -a? @

La retta tangente nell origine ha quindi equazione: y—0=1-(x—0); y=Xx.

m, = fl(xo) = f'(0) = = 1.

Siccome [’equazione della retta tangente y = x non dipende dal parametro a,

x?-ax . . , .
— condividono la stessa retta tangente nell origine.

tutte le curve f(x) =

Calcolo della derivata prima:

') 2x—a) - (x?—a) —2x- (x? — ax) 2x3 — 2ax — ax?® + a? — 2x3 + 2ax?
x = = =
! (x? —a)? (x2 — a)?
_ax?—2ax+a®  a(x*—2x+a)

(x* — a)? B (x* — a)?
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Punto c

Al variare di a < 1, individuare gli intervalli di monotonia della funzione f,. Studiare la

funzione f_,(x) e tracciarne il grafico Q_;.

: . x? —ax

Studiamo la monotonia di: f,00) = —— cona<l AN a=0.
x2—a
a(x? —2x+a)
fal(x) = 2 2
(x2—a)
a(x? —2x+ a)
o —ay >0; a(x?—2x+a) =0

Occorre distinguere due casi:

a-(x?=2x+a)=>0 — — Funzione
se x2—=2x+a<0 1-Vl-asxs1+vVl-a crescente
a<0

x<1l—-vl—a Vv x=214++V1l-—a Funzione
decrescente

la funzione é discontinua in x = ¥Va
(xsl—\/l—a \% x21+v1—a) A x # Fa Funzione
0<a<l|g-(x2=2x+a)=>0 crescente

2 _ > _ .

se x“—2x+a=0 (1—\/meS1+\/E) A x % TFVa Funzione
decrescente

Risoluzione dell equazione:

x*=2x+a=0; %zl—a>0 Va €R perché a<1. X1,=1FVl—a
2
x“—(—Dx
Studiamo la funzione: f_,(x) = #
x*—(=1)
- . x%+x
Cioé la funzione : y =
x?+1

La funzione e continua e derivabile Vx € R .

La funzione interseca l’asse x nei punti: 0(0;0) e A(—1;0). Infatti:

2 2 = —
x°+x x2 + x 5 x, =-—1
= — x“+x=0 x(x+1)=0, _
Yot 0 x2 4+ 1 X, =0
y=0 — - y=0
Positivita:
x%+x
—>0; x> +x>0; x<-1 Vv x>0
x?2+1
La funzione ha [’asintoto orizzontale y = 1. Infatti:
x?+x 1+%
lim = lim =1.
x—>oox2+1 X — 00 1
1+
X

Trattandosi una funzione razionale fratta, la presenza dell asintoto orizzontale esclude [’asintoto obliquo.

La funzione non ha asintoti verticali.
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Crescenza e decrescenza:

Sfruttando quanto gia studiato precedentemente

fi(x) >0 1-Vvl—-a<x<1+Vl—-a Funzione crescente
a<o0

fa(x) <0 x<1l—-vVvl—a Vv x=214++Vl—-a Funzione decrescente
Si ricava:

fi(x) >0 1-V2<x<1++2 Funzione crescente |x =1 —+/2 minimo relativo
a=-1

flx) <0 x<1-— V2V x=1+V2 | Funzione decrescente |x = 1 + 2 masimo relativo

Concavita e convessita:

Z—2x+
Abbiamo precedentemente calcolato:  fl(x) = a(x( 3 x)z @
x?—a
—(x?2—-2x—-1)
Pertanto flix) = (x2 + 1)2

La derivata seconda é:

(=2x4+2)- (x2+1)2—-2-(x*+1)2x - (—x*+2x+1)

11 — =
() (X + D*
P+ [(=2x+2) - (x* + 1) —4x - (—x® +2x + 1)]
B (x%2+1)4 B
(22 +2) (P + D) —dx-(—xP+2x+1)
B (x?+1)3 B
_=2x° = 2x 4+ 2x% + 2+ 4% - 8x® —4x
B (x2+1)3 B
2P —6x?—6x+2
B (x?+1)3 B
_2(x*=3x*-3x+1)
B (x%2+1)3 B
2+ D(x? —4x+ 1) 1 -3 =3 | +1
B (x2+1)3 -1 -1  +4 | -1
‘ 1 -4 41 ‘ 0
2+ 1D (x?> —4x + 1)
1 . . 2
fii(x) >0; TFE >0; x+1D(x*—4x+1)>0
-1 2-3 2+3
x+1>0 x>-1 - + + +
X2 —4x+1>0 x<2—-vV3 Vv x>2+4++3 + + B
Risoluzione dell equazione: x*> —4x +1=10; %z 4—-1=3; x,=2- V3 A ox =2+ V3
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La funzione e convessa per —1<x<2—-+v3 Vv x>2++3

La funzione e concava per x < —1 Y, 2—-V3<x<2++3

La funzione ha tre punti di flesso in x = —1, x=2-vV3 e x<2++/3.

1l grafico della funzione é il seguente:

3y
2_
yel ; - 3
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Punto D

Determinare I'area della regione limitata compresa tra il grafico (1_,, la retta ad esso tangente

nell’origine e la retta x = V3.

2
L’equazione della curva d_q e: y= zzz Y B
L’equazione della retta tangente nell origine é: y = x

¥=14 A |
Determiniamo [’area della regione richiesta:
S f V3 x%+x 4
= X — X.
1 x2+1
V3 xZ+x
= X —— dx = 0 . — X
lﬁ

x? 1
= ?—x—z-ln(x2+1)+arctgx

1

3 1 1 1

= <§—\/§—§-ln(3+1)+arctg\/§)—<§—1—§-ln2+arctgl) =
3

1 1 1 T
= E—\/g—zln4+arctg\/§—§+1+Eln2—z =

T 1 T
= 2—\/§—ln2+§+§ln2—z =

T 1
= 2—\/§+E—§ln2 ~ 0,183.

Calcolo dell’integrale indefinito:

x% +x > +x+1-1 x?+1 x 1
fx2+1dx:f x2+1 dx:j<x2+1+x2+1_x2+1>dx:
1 2x 1 1 5
= f<1+2.x2+1_x2+1>dx = x+§-ln(x +1)—arctgx +c.
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