ESAME DI STATO LICEO SCIENTIFICO

MATEMATICA

Problema 1

Il grafico in figura, rappresentativo della funzione continua y = f(x), & unione dell'arco di
parabola I3, dell’arco di circonferenza I, e dell’arco di iperbole I3.
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a) Scrivere un’espressione analitica della funzione f definita a tratti nell'intervallo [—2; 2],
utilizzando le equazioni:

y=a(x+2)? x*+y*’+b=0 x2—y*+c=0
e individuare i valori opportuni per i parametri reali a, b, c.

Studiare la derivabilita della funzione f e scrivere le equazioni delle eventuali rette tangenti
nei punti di ascissa
x=-2 x=0 x=1 x=2
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b) A partire dal grafico della funzione f, dedurre quello della sua derivata ' e individuare gli
intervalli di concavita e convessita di F(x) = [, f(t)dt.

c) Si consideri la funzione y = :—L(x + 2)?, definita nell'intervallo [—2; 0], di cui I3 & il grafico
rappresentativo. Spiegare perché essa é invertibile e scrivere I'espressione analitica della
sua funzione inversa h. Studiare la derivabilita di h e tracciarne il grafico.

d) SiaS§ laregione limitata del secondo quadrante, compresa tra il grafico I; e gli assi cartesiani.
Determinare il valore del parametro reale k affinché la retta di equazione x = k divida S in
due regioni equivalenti.

Punto a

BE 0.5

[’y éun arco della parabola y = a(x + 2)2.
Imponendo il passaggio per il punto B(0 ;1) si ha:
y =a(x +2)?; 1=a(0+2)?%; 1=4a; azi. Si ricava: y=i(x+2)2

[, éun arco della circonferenza x* +y? = 1. Da cui si ricava: y =1 — x?
I3 éun arco dell’iperbole di equazione x*> —y* +c¢=0.

Imponendo il passaggio per il punto C(1;0) siha: 12 —=0>+c¢=0; c¢=-1.

Si ottiene: x*—y?*—1=0; y2=x%2-1; y=+vVx2-—1
1
—(x +2)? se —2<x<0
L’espressione analitica della funzione f Flx) = 4
definita a tratti nell’intervallo [-2,2] é: N 1—x2 se 0<x<1
k x2—1 se 1<x<?2
(x+2
se —2<x<0
2
—X
La derivata prima della funzione f é : fi(x) =+ ﬁ se 0<x<1
- se 1<x<2
Wx? —1
Calcoli:
A=z e 1200 A = —— JP{e p—
x)=2-—-(x -1 = xX) = ——— X) = ——
! 4 2 ’ 2V1 — x? ’ 2vVx? —1
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La funzione f(x) e continua nell’intervallo [—2 ,+2] .

La funzione f(x) e derivabile negli intervalli [—2,0] 10,1 11, 2]
Verifichiamo la derivabilita di f (x) nei punti di raccordo: x =0 e x=1
. .. . \ S x+2
Inx = 0 la derivata sinistra della funzione f(x) é: f1(0) = lim —— = 1
x—0"
—X
In x = 0 la derivata destra della funzione f(x) é : ) = x@f@fﬁ =0
Essendo f1(0) =1 e fI(0) =0, la funzione f(x) non é derivabile in x = 0.
In x =0 la funzione f(x) ha un punto angoloso.
La semitangente sinistra ha equazione: y —1=1-(x—0); y=x+1.
La semitangente destra ha equazione: y —1 =0+ (x —0); y=1.
—X
In x = 1 la derivata sinistra della funzione f(x) é : ) = xliﬂll_ﬁ = —©
X
In x = 1 la derivata destra della funzione f(x) é: A = xli1r11+ — =+
> 1M x
Nel punto x = 1 la derivata non esiste.
In x =1 lafunzione f(x) ha una cuspide rivolta verso il basso.
La tangente in x = 1 ha equazione x = 1.
. . \ x+2
In x = —2 la derivata destra della funzione f(x) é : fl(=2) = lim — = 0+
x> =2
La semitangente destrain x = —2 ha equazione:
y—0=0-(x+2); y=0.
2 2V 3
In x = +2 la derivata sinistra della funzione f(x) é: f1(2) = lim . i
V=1 3 3
La semitangente sinistra in x = +2 ha equazione:
2V3 23 43 V3 V3
y—V3=—=(x-2); y V3= m Y=g X
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Punto b

A partire dal grafico della funzione f(x), deduciamo quello della sua derivata f.

Intervallo f(x) fl(x) F(x)
Positiva
-2,0 C t
=201 rescente (Retta y =>x+1)
10,1 Decrescente Negativa
11,2] Crescente Positiva
[-2,0[ Concavita positiva (convessa) Crescente Positiva
10,1 U ]1,2] Concavita negativa (concava) Decrescente Negativa
Dallo studio del punto A ricaviamo i seguenti dati:
x+2
x=-2 fi(=2) = lim = 0t A(=2;0)
x—>-2t 2
x+2 _ f(x) ha una
x=0 f1(0) = lim =1 fl0) = lim ———=0 discontinuita di 1
*=0 ¥ 0TV — x? specie (salto= —1)
x=1 . _ } X f(x) ha una
éun asintoto | f-(1) = lim = - fi(1) = lim ———== 49| discontinuita di I
5171 — +2 -1t /42 —
verticale *OUVI-x R C specie.
2@ = i = p(2:5)
X = - = lim =— ;—
x-274x2 -1 3 V3
v
2 i
B !
1l grafico della funzione f'(x) E
\ C : X
e rappresentato a lato. F; .
-2 -1 0 ?I 2
p |
) i
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A partire dal grafico della funzione f(x), deduciamo la concavita e la convessita della funzione integrale.

Essendo la funzione f(x) continua in [—2; 2], per il “teorema fondamentale del calcolo integrale”, la
funzione integrale F (x) = f_xzf(t)dt é continua e derivabile in [—2; 2] erisulta: F'(x) = f(x) (*).

Per studiare la concavita di F analizziamo la sua derivata seconda F"(x) = f1(x).

Intervallo f(x) F''(x) = fl(x) Concavita di F/(x)
[—2,0] crescente positiva Convessa - Concavita positiva (verso l’alto)
10,1 decrescente negativa Concava - Concavita negativa (verso il basso)
11, 2] crescente positiva Convessa - Concavita positiva (verso [’alto)
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Punto c

Si consideri la funzione y=z(x+2)2 , definita nell’intervallo [—2,0] , di cui T} e il grafico
rappresentativo. Spiegare perché essa e invertibile e scrivere [’espressione analitica della sua funzione
inversa h . Studiare la derivabilita di h e tracciarne il grafico.

Una funzione f (x) é invertibile in un intervallo [a , b] se in tale intervallo é biunivoca.
La funzione y =%(x+2)2 : D=[-2,0] - C=][0,1]
e biunivoca perché nell’intervallo [—2 ,0] é strettamente crescente.

Determiniamo [’espressione analitica della sua funzione inversa h .

1 —
yzz(x+2)2; (x+2)2 =4y; x+2=%F/4y;
Essendo x +2 >0 siconsidera: x+2=,/4y; X = 2\/;—2.

L’espressione analitica della funzione inversa e:

h=2Jx—-2 : D=[0,1] — C=[-2,0].

1
h =— 1
) Vx e hi(0) = lirg+T = 4o
X -
La funzione h non é derivabile nel punto x = 0. x

2 y

1l grafico della funzione inversa h (in verde) 1 »B

e il simmetrico di Ty (in azzurro) rispetto :

alla bisettrice del I e 11l quadrante. A B X

2. - 0 1 2
1l grafico e un arco della parabola di equazione
1 -1
=—(y+2)*
x=70+2) |

2 A
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Punto d

Sia S la regione limitata del secondo quadrante,
compresa tra il grafico Ty e gli assi cartesiani.
Determinare il valore del parametro reale k affinché
la retta di equazione x =k divida S in due regioni
equivalenti.

Deve risultare : S; = S, ;

k 1 01
[ ze+2rar = [ ee+2rar;
_24 k 4

[1<x+_2>3"_[1ﬂ°.

4 3 ~ 4 3 . ’

(k+2)* (=2+2)*  (0+2)° (k+2)° _
12 12 B 12 12’

(k+2)°3 = 8—(k+2)3;

2(k+2) = 8; k+2)3 = 4;

k+2=734;
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