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Quesito 1

Una data funzione é esprimibile nella forma f(x) = :Z(:Zi ,doved €R e p(x) é& un polinomio. Il grafico di f

. . C o 12 . . . .
interseca I'asse x nei punti di ascisse 0 e S e ha come asintoti le rette di equazione x =3, x=-3 e y=5.

Determinare i punti di massimo e di minimo relativi della funzione f .

Soluzione

Dovendo la curva passare per i puAfi0; x,) e B (% ; xB) ed avere per asintoti le rette di equazioni
x(5x—12)

x=3,x=-3 e y=5, lasuaequazione & (x) =——5—

5x% — 12x
f0=—a=5"

f(x) e una funzione razionale fratta, continua e ddileanel suo dominio

D=]-o,-3[ U ]-3,3[ U ]3,+0o].

Derivata prima

(10x —12) - (x* = 9) — 2x(5x* — 12x) _ 10x® — 90x — 12x* + 108 — 10x> + 24x* _

che si puo riscrivere :

flx) = G—9)? (x —9)2
_ 12x2—90x + 108 _ 6- (2x% — 15x + 18)
D (x — 9)?

Il dominio dif'(x) & ancoraD .
Segno della derivata prima

f'(x)=0; 2x?>—15x+18=0;
15—-9 3
15F9 %17 =3
—(—15)2 _4.7. — _ — . _ _ 4 2
A= (-157—4-2-18=225-144=81; x,=—7—= t
Xy = 4 =6

f'(x)>0;
Essendo il denominatore sempre positivo nel domifgta funzione, il segno della frazione e dato dafno del
numeratore. Pertanto:

-3

(o)}

2x2—15x+18>0 + +

b b

3
i_
> ]

e un punto di minimo relativo in = 6 .

Intervalli di crescenza e di decrescenza

Nlw —H—

Quindi f (x) ha un punto di massimo relativo m=

3)2 3 45 27
r()= 5(2)5 2= CaTpa1 f(e) =St 10y
2

62-9  36-9 27
Il suo grafico e sotto riportato:

2
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Quesito 2
E assegnata la funzione

1010
gx) = Z Pl =x+ a3+ a5+ a7+ .. +x?017 4 42019
1
Provare che esiste unsolo x, € R tale che g(xy) = 0. Determinare inoltre il valore di
. g(x)
lim
x>+ 1, 1%
Soluzione a
gxg)=0 o  x+x3+x54+x7+ ... +x2017 4 x2019 = 0;
Raccogliamo a fattor comune totale x :
x-(L+x%+xt+x8+ ... +x2016 4 x2018) = 0 ;
per la legge dell’'annullamento del prodotto si ha:
=0
x-(I+x%+x*+x6+ ... +x2016 4 2018y — o |¥
( ) T+x®+x*+x84 ... +x2016 42018 =

La seconda equazione di 2018° grado non ha solyzienché somma di quantita positive o nulle.
Pertanto esiste una unica soluzione= 0 tale cheg(x,) =0 .

Soluzione b
.’ g(x) Cox a3+ xP a7+ L +xP017 4 2019
im — = lim =
x>+ 1, 1% x—>+00 1,1*
1 1 1 1 1
2019 , -
X (x2018 + %2016 + %2014 + %2012 + ... +x2 + 1)
= [lim =
x—400 1,1*
2019
. X . , 1 1 1 1 1
= xl-llnoo IRE: = perché xl_zlrnm (x2°18 t ot mutmnt - Tt 1) =1
X2019
= lim =0. Perché x2°° & un infinito di ordine inferiore a, 1*

xtoo 1, 1%

Oppure

applicando il Teorema di De L'Hospital 2019 volge numeratore rimane una costante mentre a denowoti@giermane I'esponenziale con altri
2019 fattori.
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Quesito 3

Tra tutti i parallelepipedi rettangoli a base quadrata, con superficie totale di area S,
determinare quello per cui la somma delle lunghezze degli spigoli & minima.

Soluzione

Indichiamo cornx > 0 la misura del lato del quadrato di base e
cony > 0 dell'altezza del parallelepipedo. y
Dalla relazioneS; = S si ottiene:

Sraterate T 2Spase = S; 4xy +2x* =S .
Da quest’ultima ricaviamo la variabile y:

S — 2x?
y= 4x
Ricaviamo quindi, la funzione somma degli spigoli:
S — 2x? 8x2 + § — 2x?
f(x)=8x+4-T; f(x) = . ;
2
flx) = @ ;

f(x) € una funzione razionale fratta, il cui dominio ® = (—oo, 0) U (0, +0).
Nel nostro caso il dominio € ristretto all'interal D® = (0, +00) .

Derivata prima

12x-x—1-(6x*+S) 12x*—6x*—-S 6x°—S

Segno della derivata prima

_ 1S
f'(x)=0; 6x>—S=0; X12=F z
f'(x)>0;

Essendo il denominatore sempre positivo nel donmdeita funzione, il segno della frazione e dato skedno
del numeratore. Pertanto:

S 0 S

6 * 6

6x2—-5>0 +0O ‘ - + - [.] + (o)
Intervalli di crescenza e di decrescenza NO DR | NO DR| ~ | el

Quindi il parallelepipedo rettangolo a base quadratvente la somma delle lunghezze degli spigolinmairsi ha per

N
X = =
6
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Quesito 4

Dati i punti A(2;0; —1) e B(—2;2; 1), provare che il luogo
geometrico dei punti P dello spazio, tali che PA = \/E-ﬁ, e
costituito da una superficie sferica S e scrivere la sua equazione
cartesiana.

Verificare che il punto T(—10 ; 8 ; 7) appartiene a S e determinare
I'equazione del piano tangentein T a S.

Soluzione

A(2;0; -1)  B(-2;2;1) P(x;y)
PA=v2-PB;

JG—2Z+ G- 02+ @+ D2 =v2-Ja+22+ -2+ (- D;
(x—=2)2+@-02+E+1D?=2[(x+2)2+ @y -2+ (=z—-1)?%];

X2+ 4 —4x+y*+z2+14+2z2=2-[x*+4+4x+y*+4 -4y +z°+1-2z2];
x2+4—4x+y*+2°24+1+2z2=2x>4+8+8x+2y*+8—-8y+2z2+2—4z;
—x?—y2—7z2-12x+8y+62z—13 =0;

x2+y*+2z2+12x—8y—6z+13=0;

Tale equazione rappresenta I'equazione di una sfextd + y?> + z2 +ax + by + cz+d =0

2 b2 2
se: L+ 4+ —d>o0.
4 4 4

122_}_(—8)2_|_(—6)2 13> 0 144+64+36 13> 0 144+64+36—72>0
4 4 4 - 4 4 4 - 4 -’
144 — 64 + 36 — 52 192

4 ZO; TZO; 48 >0 .

Si tratta quindi di una sfera di centr6 (—% ;—g ; —%) = (—12—2 -2 —76) =(-6;4;3).

Il puntoT(—10;8;7) appartiene alla sfera. Infatti le sue coordinateldisfano la sua equazione:
(-10)2+82+724+12-(-10)—8-8-6-7+13=0;

100+ 64 +49+120—-64—-42+13=0; 0=0.

Il piano tangente passa per il purf@—10;8;7) e ha vettore normaldc .

ﬁ(f; V:zZ)= (Xc—Xr; Yc—Yr; Zc—2r) =(—6+10;4—-8;3-7) = (4; —4; —4).
L’equazione del piano tangente é :

X (x—xp)+y - —yr)+z-(z—27) =0;

4-(x+10)—4-(y—8)—4-(z—7)=0;

4x +40 -4y +32—-4z+28=0;

4x —4y —4z+100=0;

x—y—z+25=0.
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Quesito 5

Si lanciano 4 dadi con facce numerate da 1 a 6.

A. Qual é la probabilita che la somma dei 4 numeri usciti non superi 5?
B. Qual e la probabilita che il prodotto dei 4 numeri usciti sia multiplo di 3?

C. Qual e la probabilita che il massimo numero uscito sia 4?

Soluzione A

| casi favorevoli sono 5 : 5
= P(A) ==

(1,111 (1,1;1;2) (1;1;2;1) 1,2;,1;1) (2;1;1;1) 6*

Soluzione B

Consideriamo I'evento contrari®: "il prodotto dei 4 numeri usciti non sia multiplo di 3"

L’evento contrarioB equivale a dire che nel lancio non escono nummeriipli di 3, cioé che escono i numeri

1,2,4,5.
Pertanto : P(B) =

44

6t

In definitiva, la probabilita che il prodotto ddinumeri usciti sia multiplo di 3 e :

4* 1296 —256 1040 65
1296 1296 81

P(B)=1-P(B)=1- =

Soluzione C — metodo 1

La probabilita del’'evento C & la somma delle prblita dei seguenti eventi incompatibili:

. 1\ 1
E, : “Escono tutti 4” — <_) -
' P(ED =\5) = 1206
. . 4 1\ /3\! 3 12
E, : “Escono tre 4 e un numero minore di 4” = ( ) . (_) . <_) =4 —__"
? PEI=\1)5) &) =* 1296 ~ 1296
2 2 2
Es : “Escono due 4 e due numeri minori di 4”| p(g,) = (4) . (1) . (E) = 2 3 =6 L = 5_4
2 6 6 1-2 1296 1296 1296
1 3 . . 3
E. : “Escono un 4 e tre numeri minori di 4” P(E,) = (4) . (1) (E) — 4-3 2. 3 =4. 27 — 108
3 6 6 1-2-3 1296 1296 1296
12 54 108 175

P(E) = P(E,) + P(E;) + P(E3) + P(Ey) =

1296 * 1296 * 1296 * 1296 1296
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Soluzione C — metodo 2
| casi favorevoli sono dati dalle quaterne evidatiin blu:

Quaterne che iniziano per 1 Quaterne che iniziano per 2

(1,1,1,1) (1,2,1,1) (1,3,1,1) (1,41,1) (21,1,1)

(1,1,1,2) (1,2,1,2) (1,3,1,2) (1,4,1,2) (2,1,1,2)

(1,1,1,3) (1,2,1,3) (1,3,1,3) (1,4,1,3) (2,1,1,3)

1114 | (1,214) | (13144 | (1414 | (21,14)

(1,1,2,1) (1,2,2,1) (1,3,2,1) (1,4,2,1)

(1,1,2,2) (1,2,2,2) (1,3,2,2) (1,4,2,2)

(1,1,2,3) (1,2,2,3) (1,3,2,3) (1,4,2,3)

1,1,24) | (1,224) | (1,324) | (1,424)

(1,1,3,1) (1,2,3,1) (1,3,3,1) (1,4,3,1)

(1,1,3,2) (1,2,3,2) (1,3,3,2) (1,4,3,2)

(1,1,3,3) (1,2,3,3) (1,3,3,3) (1,4,3,3)

(1111314) (1121314) (1131314) (1’4’3’4)

(1111411) (1121411) (1131411) (1’4’4’1)

1,1,42) | (1,242) | (1,342) | (1,442)

1,1,43) | (1,243) | (1,343) | (1,443)

(11 11414) (1121414) (1131414) (1’4’4’4)

Quaterne che iniziano per 3 Quaterne che iniziano per 4
(3,1,1,1) (4,1,1,1)
(3,1,1,2) (4,1,1,2)
(3,1,1,3) (4,1,1,3)
(3,1,1,4) (4,1,1,4)

Dall’esame delle quaterne appare evidente cherihero dei casi favorevoli dell’evento richiesto éada

dal numero delle quaterne formate con le cifre2l,,3 , 4 diminuito del numero delle quaterne fatendalle
cifrel,2, 3.
4* 3*  256-81 175
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Quesito 6

Una spira di rame, di resistenza R = 4,0 m(),
racchiude un’area di 30 cm? ed é immersa in un i

campo magnetico uniforme, le cui linee di forza sono '
perpendicolar1  alla superficie della spira. La
componente del campo magnetico perpendicolare alla 0,10
superficie varia nel tempo come indicato in figura.
Spiegare la relazione esistente tra la variazione del
o 5.0 6.0 7.0 &0 9.0 10

campo che induce la corrente e il verso della corrente : n
indotta. Calcolare la corrente media che passa nella t[ms|
spira durante 1 seguenti intervalli di tempo:

a) da0,0ms a3,0ms;
b) da3,0ms a5,0ms;
¢) da50msa 10 ms.

Soluzione s
Consideriamo un sistema di riferimento cartesialpa e supponiamo che la

spira giaccia sul piano xy, il campo magnetict_f) essendo perpendicolare B_;
alla spira e diretto lungo l'asse z. Supponiamoltio che il verso del

campo magneticc§ sia diretto verso I'alto (semiasse positivo dedke z).

Per la legge di Faraday-Neumann-Lenz,

la variazione del flusso nel tempo provoca una eote indotta nella spira,

la cui intensita media é X,

. f.eem. 1 A@(ﬁ)

TR TR At
Il segno meno e il contenuto della Legge Lenzcpeta corrente indotta ha verso da opporsi allaiaaione
di flusso del campo magnetiﬁoche I’ha provocato.

BimT]

0,10

<y

Intervallo di tempo B Corrente indotta

La corrente indottai; genera un
campo magnetico opposto al cam

0,0ms <t < 3,0ms| diminuisce |/magneticoB, .

Il verso dii, & antiorario. 33
La corrente indottai; genera un
campo magnetico opposto al cam
30ms <t<50ms| aumenta magneticoB; .
Il verso dii, e orario. }5

Z
o E{
X
Z
po fB; ‘
X
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Z
La corrente indottai; genera un 1B
S campo magnetico opposto al campo
5,0ms < t < 10,0ms| diminuisce magneticoﬁz _
Il verso dii, & antiorario. y
X,
Calcoliamo la corrente indotta media nei tre cashiesti.
Intervallo di tempo Variazione del flusso Corrente indotta
A®(B) =5 AB, = LG
R At
= (3,0-1073m?)(=2,0 — 0,0) - 107*T
0,0ms<t<30ms|=( . )( ) ~ 1 —6,0-10~7 Wb_50 02 4
=-6-10""Wb. TT40-10°0 30-10%s
A (B) = S4B, = = La2(B)_
R At
=(3,0-1073m?)(2,0+2,0)- 107*T =
3,0ms <t<50ms|=( B )( ) ) 1 210wy
=+12-10"Wb. 40-1030 20-10%s
A®(B) =5 AB, = = L) _
R At
= (3,0-1073m?)(0,0 — 2,0) - 1074T =
5,0ms < t < 10,0ms [= ( )( ) 1 —6-10~7 Wh ,
=—6-10""Wh. = =3,0-107" A

T 40-1030 50-103s
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Quesito 7

In laboratorio si sta osservando 1l moto di una particella che s1 muove nel verso positivo dell’asse x di un
sistema di riferimento ad esso solidale. All’istante iniziale, la particella s1 trova nell’origine e m un
mtervallo di tempo di 2,0 ns percorre una distanza di 25 cm. Una navicella passa con velocita v = 0,80 ¢
lungo la direzione x del laboratorio, nel verso positivo, e da essa si osserva 1l moto della stessa particella.
Determinare le velocita medie della particella ne1 due sistemi di riferimento. Quale intervallo di tempo e
quale distanza misurerebbe un osservatore posto sulla navicella?

Soluzione

Indichiamo corv,, la velocita media della particella nel sistemaif@rimento del laboratorio.
Indichiamo corv’,,, la velocita media della particella nel sistemaiéiérimento della navicella.

Nel sistema di riferimento del laboratorio, la veia media della particella é :

125
_Ax_2,5-10‘1m_125 108m — 1.25-10° m/ c _Tpo 125 5
Ym At T 201005 s M5 30108 m/s . 3 © 300° 12°°
Nel sistema di riferimento della navicella la vataamedia e :
5 4 23 23
. _ Up—V 12¢ —5¢ _ ~60°€ _—@C_ 23 3_ 23 3
Y T Tt S..4. 0 20, 10 60° 2" 40"~
¢ ,_1I2°°5° ,_80 3
2 2
C c
23 8 8
=—E-3,0-10 m/s=-—1,725-10"m/s.

In questo sistema di riferimento la particella siowe in verso opposto rispetto all'asse positivibede
Per calcolare il tempo misurato da un osservatoastp sulla navicella determiniamo il coefficiente d
dilatazione per passare dal sistema di riferimetéblaboratorio al sistema di riferimento della neslla

1 1 1 5
y: = = -

e e x

Applicando le trasformazioni di Lorentz si ottiene

5 5
x' =y —vt) = 5(2,5 +107'm—-0,80c-2-107%) = 5(2,5 +107'm —0,80 -3-108m/s-2-107%)
5 5
=2(25-107 m—48 -1071m) = 2(25- 107 m — 48 - 107 m) = =383 - 1071 m

0,80 ¢
c2

0,80
3.108 %
S

, % 5 9 5 9
t =y(t——x)=—(2-10 s — -0,25m)=§ 2:107%s — 0,25m | =

c? 3

5
=3(2:107°5-0,67-1075) = 22-107s.

Pertanto un osservatore posto sulla navicella masu
una distanza |Ax'| = 0,38 m
euntempo |At'|= 2,2-10°s.
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Quesito 8

. Un protone penetra in una regione di spazio in cui e presente un campo magnetico uniforme di modulo
|§ | = 1,00 mT. Esso inizia a muoversi descrivendo una traiettoria ad elica cilindrica, con passo costante
Ax = 38,1 cm, ottenuta dalla composizione di un moto circolare uniforme di raggio r = 10,5 cm e di un
moto rettilineo uniforme. Determinare il modulo del vettore velocita e I’angolo che esso forma con B.

COSTANTI FISICHE
carica elementare e 1,602 - 1071 C
massa del protone My 1,673 -107%" kg
velocita della luce c 2,998 - 108 m/s

Soluzione

Una particella di massan e caricag che si muove con velocifain una regione di spazio in cui € presente un
campo magneticE subisce una forza magnetig‘g =qvX B , detta forza di Lorentz.

Tale forza ha direzione perpendicolare sia al campgnetico, sia alla velocita.

Se il campo magnetico € uniforme e la velocitaialtezdella particella forma con il campo magnetioa
angoloa (0 < a < 90°) il moto si scompone:

in un componente uniforme; = vcosa (dovuta alla componente della velocita parallala&campo);

in un componente circolare;, = vsina (dovuta alla componente della velocita perpendiomlal campo).
muv, 2rm

7B e passo Ax =y T Ax =y 7B

, ricaviamo la componente perpendicolare delloiga della particella:

rqB  1,05-107'm - 1,602-107°C - 1,00-1073T
~m 1,673 1027 kg
Ricaviamo poi il periodd@ del moto circolare uniforme:
T_an_Zn . 1,05-10‘1m_656_10_55

v, 1,005-10* m/s ’ '

Dalla formula Ax = v T , ricaviamo la componente parallela della veloditla particella:
Ax 3,81-1071m
T ~ 656-105s
Calcoliamo quindi, il modulo del vettore velocita:

m my 2 1,01-108 4+ 0,3376-108) m?2
v= v, 242 = 1,005-10%—)2+(0,581-10%—) = ( ) =
I S S 52

=/(1,35-108) m2/s2 = 1,16 -10* m/s.
Dalla formula v, = v cos a , ricaviamo I'angolo che il vettore velocita fornsan il campo magneticﬁ :

_ 41 _ V) _ 5,81 ' 103 m/S
COSQ—U ; a—arccosv—arccos 11,6103m/5‘

La traiettoria risultante € elicoidale, con raggio r =

Pertanto, dalla formular = %

v, =1,005-10*m/s.

vy = =5,81-103m/s.

> = arccos 0,5 = 60°.
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