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  EESSAAMMEE  DDII  SSTTAATTOO  DDII  LLIICCEEOO  SSCCIIEENNTTIIFFIICCOO  

SSeessssiioonnee  OOrrddiinnaarriiaa  22001177    
  

QQUUEESSTTIIOONNAARRIIOO  
 
QQuueessiittoo  11  

Definito il numero  𝐸 = ∫ 𝑥𝑒௫  𝑑𝑥
ଵ

଴
 ,  dimostrare che risulta:  ∫ 𝑥ଶ𝑒௫  𝑑𝑥

ଵ

଴
   =    𝑒 − 2𝐸, ed esprimere  

∫ 𝑥ଷ𝑒௫  𝑑𝑥
ଵ

଴
  in termini di e ed E. 

Soluzione 

Utilizzando la formula di integrazione per parti:  

න 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔ᇱ(𝑥) 𝑑𝑥   =    𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) − න 𝑓ᇱ(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 

si ha: 

න 𝑥ଶ𝑒௫  𝑑𝑥   =    𝑥ଶ𝑒௫ − න 2𝑥 ∙ 𝑒௫  𝑑𝑥   =    𝑥ଶ𝑒௫ − 2 ∙ න 𝑥𝑒௫  𝑑𝑥   

Pertanto: 

න 𝑥ଶ𝑒௫  𝑑𝑥
ଵ

଴

   =    [𝑥ଶ𝑒௫]଴
ଵ − 2 ∙ න 𝑥𝑒௫  𝑑𝑥

ଵ

଴

   =    𝑒 − 2𝐸  . 

 

Utilizzando la formula di integrazione per parti:  

න 𝑥ଷ𝑒௫  𝑑𝑥   =    𝑥ଷ𝑒௫ − න 3𝑥ଶ ∙ 𝑒௫  𝑑𝑥   =    𝑥ଷ𝑒௫ − 3 ∙ න 𝑥ଶ ∙ 𝑒௫  𝑑𝑥 

Pertanto: 

න 𝑥ଷ𝑒௫  𝑑𝑥
ଵ

଴

   =    [𝑥ଷ𝑒௫]଴
ଵ − 3 ∙ න 𝑥ଶ ∙ 𝑒௫  𝑑𝑥

ଵ

଴

   =    𝑒 − 3 ∙ (𝑒 − 2𝐸)   =    6𝐸 − 2𝑒  . 
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Una torta di forma cilindrica è collocata sotto una cupola di plastica di forma semisferica. Dimostrare che la 
torta occupa meno dei 3 5⁄   del volume della semisfera. 
Soluzione 1 

 
Sia r il raggio della semisfera. 

Il volume della semisfera è   𝑉ௌ௘௠௜௦௙௘௥௔ =
ଵ

ଶ
∙

ସ

ଷ
𝜋 𝑟ଷ =

ଶ

ଷ
𝜋 𝑟ଷ  . 

Sia x la misura dell’altezza della torta di forma cilindrica,  con  0 < 𝑥 < 𝑟 . 

La misura del raggio della torta è:   𝑟 ்௢௥௧௔ = √𝑟ଶ − 𝑥ଶ 

Il volume della torta di forma cilindrica è   𝑉்௢௥௧௔ = 𝜋 ∙ (𝑟ଶ − 𝑥ଶ) ∙ 𝑥  . 

Determiniamo la torta di forma cilindrica di volume massimo. 

𝑉ᇱ(𝑥)   =   𝜋 ∙ [−2𝑥 ∙ 𝑥 + (𝑟ଶ − 𝑥ଶ) ∙ 1  ]   =   𝜋 ∙ [−2𝑥ଶ + 𝑟ଶ − 𝑥ଶ  ]  =   𝜋 ∙ [−3𝑥ଶ + 𝑟ଶ  ] 

𝑉ᇱ(𝑥) ≥ 0 ;       𝜋 ∙ [−3𝑥ଶ + 𝑟ଶ  ] ≥ 0 ;       −3𝑥ଶ + 𝑟ଶ ≥ 0  ;         −0 < 𝑥 <
√3

3
 𝑟 

Pertanto la torta di forma cilindrica di volume massimo si ha per 𝑥 =
√ଷ

ଷ
 𝑟 

Il volume massimo della torta di forma cilindrica è   

𝑉ெ௔௫  ்௢௥௧௔ = 𝜋 ∙ (𝑟ଶ − 𝑥ଶ) ∙ 𝑥 = 𝜋 ∙ ൬𝑟ଶ −
1

3
𝑟ଶ൰ ∙

√3

3
 𝑟 = 𝜋 ∙

2

3
𝑟ଶ ∙

√3

3
 𝑟  =   

2

9
√3 𝜋 𝑟ଷ  . 

𝑉ெ௔௫  ்௢௥௧௔

𝑉ௌ௘௠௜௦௙௘௥௔
=

2
9 √3 𝜋 𝑟ଷ

2
3

𝜋 𝑟ଷ
=

2

9
√3 ∙

3

2
=

√3

3
≈ 0,577  <    

3

5
= 0,6  . 

Soluzione 2 

Sia x la misura del raggio della torta di forma cilindrica,  con  0 < 𝑥 < 𝑟     ⇒       ℎ = √𝑟ଶ − 𝑥ଶ 

Il volume della torta di forma cilindrica è   𝑉 ௢௥௧௔ = 𝜋 𝑥ଶ ∙ √𝑟ଶ − 𝑥ଶ  . 

𝑉(𝑥) = 𝜋 𝑥ଶ ∙ ඥ𝑟ଶ − 𝑥ଶ 

𝑉ᇱ(𝑥)   =   𝜋 ∙ ൤2𝑥 ∙ ඥ𝑟ଶ − 𝑥ଶ + 𝑥ଶ ∙
1

2√𝑟ଶ − 𝑥ଶ
∙ (−2𝑥)  ൨   =   𝜋 ∙ ቈ2𝑥 ∙ ඥ𝑟ଶ − 𝑥ଶ −

𝑥ଷ

√𝑟ଶ − 𝑥ଶ
  ቉  = 

=   𝜋 ∙
2𝑥(𝑟ଶ − 𝑥ଶ) − 𝑥ଷ

√𝑟ଶ − 𝑥ଶ
  =   𝜋 ∙

2𝑟ଶ𝑥 − 2𝑥ଷ − 𝑥ଷ

√𝑟ଶ − 𝑥ଶ
  =   𝜋 ∙

2𝑟ଶ𝑥 − 3𝑥ଷ

√𝑟ଶ − 𝑥ଶ
  . 

𝑉ᇱ(𝑥) ≥ 0 ;       2𝑟ଶ𝑥 − 3𝑥ଷ ≥ 0 ;       𝑥 ∙ (2𝑟ଶ − 3𝑥ଶ) ≥ 0 ;  
𝑥 ≥ 0

2𝑟ଶ − 3𝑥ଶ ≥ 0
       

𝑥 ≥ 0

−ට
ଶ

ଷ
 𝑟 < 𝑥 < ට

ଶ

ଷ
 𝑟

  

Pertanto la torta di forma cilindrica di volume massimo si ha per 𝑥 = ට
ଶ

ଷ
 𝑟 

Il volume massimo della torta di forma cilindrica è   

𝑉ெ௔௫  ்௢௥௧௔ = 𝜋
ଶ

ଷ
 𝑟ଶ ∙ ට𝑟ଶ −

ଶ

ଷ
𝑟ଶ =

ଶ

ଷ
𝜋 𝑟ଶ ∙ ට

ଵ

ଷ
𝑟ଶ =

ଶ

ଷ
𝜋 𝑟ଶ ∙

ଵ

√ଷ
𝑟 =

ଶ

ଷ√ଷ
𝜋 𝑟ଷ =

ଶ

ଽ
√3 𝜋 𝑟ଷ   . 
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Sapendo che:   𝑙𝑖𝑚
௫→ ଴

√𝑎𝑥 + 2𝑏 − 6

𝑥
= 1 

determinare i valori di a e b. 
 

Soluzione 

Poiché il denominatore tende a zero, affichè il limite possa valere 1 deve essere della forma indeterminata  
଴

଴
 . 

Il limite si presenta nella forma indeterminata  
଴

଴
    se   𝑙𝑖𝑚

௫→ ଴
൫√𝑎𝑥 + 2𝑏 − 6൯ = 0 

ciò  si verifica se    √2𝑏 − 6 = 0 ;      √2𝑏 = 6 ;       2𝑏 = 36 ;       𝑏 = 18  . 

Pertanto il limite diventa:   𝑙𝑖𝑚
௫→ ଴

√𝑎𝑥 + 36 − 6

𝑥
 

Tale limite vale 1 se applicando il Teorema di De L’Hospital 
𝑙𝑖𝑚
௫→ ଴

𝑎

2√𝑎𝑥 + 36
1

 
il numeratore tende a 1. 

Ciò si verifica se   𝑎 = 12    
In definitiva i valori cercati sono:  𝑎 = 12  e  𝑏 = 18 . 
 
Verifica: 

𝑙𝑖𝑚
௫→ ଴

√12𝑥 + 36 − 6

𝑥
  =   

0

0
  =  ?   

Applicando il Teorema di De L’Hospital si ha: 
𝑙𝑖𝑚
௫→ ଴

12

2√12𝑥 + 36
1

  =   1  .   
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Soluzione 

Il valore medio dei numeri generati è : 

𝑀(𝑥) = න 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
ଶ

଴

   =    න 𝑥 ∙ ൬
3

2
𝑥ଶ −

3

4
𝑥ଷ൰  𝑑𝑥

ଶ

଴

   =    න ൬
3

2
𝑥ଷ −

3

4
𝑥ସ൰  𝑑𝑥

ଶ

଴

  = 

=    ቈ
3

2
∙

𝑥ସ

4
−

3

4
∙

𝑥ହ

5
቉

଴

ଶ

  =    
3

2
∙

16

4
−

3

4
∙

32

5
− 0 + 0  =    6 −

24

5
  =    

6

5
   =    1,2   . 

Trattandosi di una distribuzione continua, la probabilità che il primo numero estratto sia 
ସ

ଷ
  è praticamente 

nulla. Infatti è impossibile estrarre esattamente il numero  
ସ

ଷ
   fra gli infiniti numeri compresi nell’intervallo    

[0 , 2]. Pertanto  𝑃 ቀ𝑋 =
ସ

ଷ
ቁ = 0  . 

 

La probabilità che il secondo numero estratto sia minore di 1 è : 

𝑃(𝑋 < 1)    =    න 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
ଵ

଴

   =    න ൬
3

2
𝑥ଶ −

3

4
𝑥ଷ൰  𝑑𝑥

ଵ

଴

  =    ቈ
3

2
∙

𝑥ଷ

3
−

3

4
∙

𝑥ସ

4
቉

଴

ଵ

  = 

=    
3

2
∙

1ଷ

3
−

3

4
∙

1ସ

4
  =    

1

2
−

3

16
   =    

5

16
   . 
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Soluzione 

Le equazioni parametriche della retta passante per A e B sono del tipo:     ൝
𝑥 = 𝑥௉ + 𝑙 ∙ 𝑡 
𝑦 = 𝑦௉ + 𝑚 ∙ 𝑡
𝑧 = 𝑧௉ + 𝑛 ∙ 𝑡

  

I coefficienti direttivi sono: 

𝑙 = 𝑥஻ − 𝑥஺ = 3 − (−2) = 5 

𝑚 = 𝑦஻ − 𝑦஺ = 0 − 3 = −3 

𝑛 = 𝑧஻ − 𝑧஺ = −1 − (−1) = −2 

Pertanto le equazioni parametriche della retta passante per A e B sono:    ൝
𝑥 = 3 + 5 𝑡  
𝑦 = −3 𝑡       
𝑧 = −1 − 2 𝑡

  

 

Un piano perpendicolare alla retta 𝑟 ha equazione del tipo:   𝑙𝑥 + 𝑚𝑦 + 𝑛𝑧 + 𝑑 = 0 . 

Nel nostro caso:      𝑙 = 5 ;          𝑚 = −3 ;         𝑛 = −2 . 

Quindi un generico piano perpendicolare alla retta 𝑟 ha equazione:     5𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 + 𝑑 = 0 . 

Fra gli infiniti piani perpendicolari alla retta r determiniamo quello passante per il punto 𝐶(2 ; 2 ;  −3), 
imponendo il passaggio per 𝐶. 

5 ∙ 2 − 3 ∙ 2 − 2 ∙ (−3) + 𝑑 = 0 ;             10 − 6 + 6 + 𝑑 = 0 ;             𝑑 = −10 

Pertanto il piano 𝜋  perpendicolare alla retta 𝑟 e passante per il punto 𝐶 ha equazione:    

5𝑥 − 3𝑦 − 2𝑧 − 10 = 0  . 
 
Oppure 

Le equazioni ridotte della retta passante per A e B sono: 

൞

𝑥 − 𝑥஺

𝑥஻ − 𝑥஺
=

𝑦 − 𝑦஺

𝑦஻ − 𝑦஺
𝑦 − 𝑦஺

𝑦஻ − 𝑦஺
=

𝑧 − 𝑧஺

𝑧஻ − 𝑧஺

                            

⎩
⎨

⎧
𝑥 − (−2)

3 − (−2)
=

𝑦 − 3

0 − 3
𝑦 − 3

0 − 3
=

𝑧 − 1

−1 − 1

                          ൞

𝑥 + 2

5
=

𝑦 − 3

−3
𝑦 − 3

−3
=

𝑧 − 1

−2

  

൜
−3(𝑥 + 2) = 5(𝑦 − 3)

−2(𝑦 − 3) = −3(𝑧 − 1)
                    ൜

−3𝑥 − 6 = 5𝑦 − 15
−2𝑦 + 6 = −3𝑧 + 3

                      ൜
−3𝑥 = 5𝑦 − 9

−2𝑦 = −3𝑧 − 3
  

൞
𝑥 = −

5

3
𝑦 + 3

𝑦 =
3

2
𝑧 +

3

2
    

                      ൞
𝑥 = −

5

3
൬

3

2
𝑧 +

3

2
൰ + 3

𝑦 =
3

2
𝑧 +

3

2
                   

         ൞
𝑥 = −

5

2
𝑧 −

5

2
+ 3

𝑦 =
3

2
𝑧 +

3

2
            

        ൞
𝑥 = −

5

2
𝑧 +

1

2

𝑦 = +
3

2
𝑧 +

3

2
 

  

Oppure 

Le equazioni parametriche della retta passante per A e B sono: 

𝑥 − 𝑥஺

𝑥஻ − 𝑥஺
=

𝑦 − 𝑦஺

𝑦஻ − 𝑦஺
=

𝑧 − 𝑧஺

𝑧஻ − 𝑧஺
 ;           

𝑥 − (−2)

3 − (−2)
=

𝑦 − 3

0 − 3
=

𝑧 − 1

−1 − 1
 ;          

𝑥 + 2

5
=

𝑦 − 3

−3
=

𝑧 − 1

−2
 ; 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 + 2

5
= 𝑡

𝑦 − 3

−3
= 𝑡

𝑧 − 1

−2
= 𝑡

                       ൝
𝑥 + 2 = 5 𝑡      
𝑦 − 3 = −3𝑡    
𝑧 − 1 = −2𝑡    

                   ൝
𝑥 = −2 + 5 𝑡
𝑦 = 3 − 3𝑡    
𝑧 = 1 − 2𝑡    
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Determinare il numero reale  𝑎  in modo che il valore di  

𝑙𝑖𝑚
௫→଴

𝑠𝑒𝑛 𝑥 − 𝑥

𝑥௔
 

sia un numero reale non nullo. 
Soluzione 

Se  𝑎 ≤ 0           ⇒        𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛 𝑥 − 𝑥

𝑥𝑎
 

Pertanto deve essere  𝑎 > 0            

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛 𝑥 − 𝑥

𝑥𝑎
=

0

0
 = ? Applicando il Teorema di De L’Hospital 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1

𝑎𝑥𝑎−1
=

0

0
 = ? Applicando il Teorema di De L’Hospital 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

−𝑠𝑒𝑛 𝑥 

𝑎(𝑎 − 1)𝑥𝑎−2
=

0

0
 = ? Applicando il Teorema di De L’Hospital 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

−𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2)𝑥𝑎−3
=

−1

6
 = ? Se  𝑎 = 3 

 
Verifica 

𝑙𝑖𝑚
௫→଴

𝑠𝑒𝑛 𝑥 − 𝑥

𝑥ଷ
=

0

0
    =⏞

ு

   𝑙𝑖𝑚
௫→଴

𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1

3𝑥ଶ
=

0

0
    =⏞

ு

   𝑙𝑖𝑚
௫→଴

−𝑠𝑒𝑛 𝑥 

6𝑥
   =

0

0
    =⏞

ு

   𝑙𝑖𝑚
௫→଴

−𝑐𝑜𝑠 𝑥 

6
= −

1

6
   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


