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Punto 1 

La funzione che meglio descrive il profilo del serbatoio deve avere le seguenti caratteristiche: 

1. ����  è simmetrica rispetto all’asse  � 

2. ��0� = 1 

3. ��−1� = ��+1� = 0 

4. deve avere un punto angoloso in  � = 0   con un angolo  � ≥ 10°   
Le prime due caratteristiche sono soddisfatte da tutte e tre le famiglie di funzioni. 

La terza caratteristica è soddisfatta per ogni valore di  �  dalla prima famiglia e dalla terza famiglia di 
funzioni. 

Mentre per la seconda famiglia di funzioni è soddisfatta per  � = 1.  

Infatti: ��+1� = 0 ;      −6|1|� + 9�1� − 4|1| + 1 = 0 ;                      −6 + 9� − 4 + 1 = 0 ;      9� − 9 = 0      � = 1 . ��−1� = 0 ;      −6|−1|� + 9��−1�� − 4|−1| + 1 = 0 ;         −6 + 9� − 4 + 1 = 0 ;      9� − 9 = 0 ;    � = 1 . 
Pertanto l’unica funzione della seconda famiglia di funzioni che soddisfa la terza condizione è: ���� = −6|�|� + 9�� − 4|�| + 1   

Sfruttando la simmetria della famiglia di funzioni, conviene  studiarla nell’intervallo  �0 , 1�. 
Essa diventa:   ���� = −6�� + 9�� − 4� + 1   ����� = −18�� + 18� − 4  ����� ≥ 0 ;         −18�� + 18� − 4 ≥ 0 ;           �� ≤ � ≤ ��   di conseguenza la funzione non risulta decrescente, 

come richiesto, in tutto l’intervallo �0 , 1�. Pertanto la seconda famiglia di funzioni è da scartare. 
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La terza funzione  ���� = � ! "#� �$%  è da escludere perché non presenta il punto angoloso richiesto.  

Infatti:  ����� = − #� ��$&� ∙ !() "#� �$%  che risulta derivabile nel punto  � = 0.     

(In realtà la funzione goniometrica  � = � ! "#� �$%   è infinitamente derivabile ). 

   ���� = � ! "*2 ��% ���� = � ! "*2 ��% ���� = � ! "*2 ��% 
 

In definitiva la famiglia di funzioni che meglio descrive il profilo del serbatoio è la prima   ���� = �1 − |�|�,-  . 

Sfruttando la simmetria della famiglia di funzioni, conviene  studiarla nell’intervallo  �0 , 1�. 
Essa diventa:   ���� = �1 − ��,-   

����� = − 1� ∙ �1 − ���$&�                                                ��.�0� = − 1� ∙ �1 − 0��$&� = − 1� ∙ 1�$&� = − 1� 
 

���� = �1 − |�|��� ���� = �1 − |�|��� = /1 − |�|2  ���� = �1 − |�|��� = /1 − |�|3  
 

 
 

La condizione  � ≥ 10°  equivale a   1 ≤ 170° .  

Applicando la funzione tangente ad ambo i membri si ottiene   34) 1 ≤ 34) 170° . 

Ma    34) 1 = ��.�0� = − �$ 

Pertanto si ha:     − �$ ≤ 34) 170° ;                      − �$ ≤ −0,176 ;                  �$ ≥ 0,176 ; 
Essendo   � > 0     si ha:  � ≤ �6,�78  ;          � ≤ 5,67 .  
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Punto 2 

Il volume del serbatoio è dato dall’area della sezione trasversale moltiplicata per la lunghezza L del serbatoio. 

Sfruttando la simmetria della famiglia di funzioni: 

:  =   2 ; ∙ < �1 − ���$�
6  =� =   2 ∙ 8 ∙ >− �1 − ���$.�

"1� + 1% ?
6

�
 =   16 ∙ >− �1 − ��"�.$$ %

"1 + �� % ?
6

�
 = 

=   16 ∙ @− A �1 + �B �1 − ��"�.$$ %C6
�  =   

=   16 ∙ @− A �1 + �B �1 − 1�"�.$$ % − A− A �1 + �B �1 − 1�"�.$$ %BC6
�  = 

=   16 ∙ @A �1 + �B ∙ 1�.$$ C  =   16 ∙ �1 + �  . 
Dovendo essere la capacità del serbatoio pari ad almeno 13 D�  si ottiene: 

16 ∙ �1 + � ≥ 13 ;        16� − 13 − 13�1 + � ≥ 0 ;        3� − 131 + � ≥ 0 ; 
Essendo  � > 0  si ottiene:   

3� − 13 ≥ 0 ;      � ≥ 133  ;       � ≥ 4, 3E     . 
Essendo k intero positivo, dalle due relazioni:  � ≥ 4, 3E   e   � ≤ 5,67  si deduce che il valore di k richiesto è 5. 
 

Per  � = 5  la funzione è 

���� = �1 − |�|��F = /1 − |�|G  

il cui grafico è raffigurato a lato. 

 
 

Sostituendo  � = 5  si ottiene il volume del serbatoio:  :  =   16 ∙ $�.$  =   H68  ≅   13,3 D� .   
 

 

Punto 3 

Per determinare la funzione  :�J� che rappresenta il volume 
occupato dal liquido in funzione dell’altezza raggiunta, occorre 
svolgere un integrale sull’asse delle ordinate per determinare 
l’area  K�J� della semisezione verticale del serbatoio. 

Per fare ciò occorre trovare la funzione inversa di  ����. 

La funzione ���� è invertibile perché è biunivoca. Infatti ����  è 
strettamente decrescente nell’intervallo �0 , 1�  ) . 
� = �1 − ���F ;                �F = 1 − � ;             � = 1 − �F . 
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Il volume di gasolio contenuto nel serbatoio in funzione del livello J          
è espresso da:  

:�J�   =   2 ∙  ; ∙ L �1 − �F�M6  =� =   2 ∙ 8 ∙ N� − OP
8 Q6

M  =   16 ∙ "J − MP
8 % 

� )      0 ≤ J ≤ 1 . 
La percentuale di serbatoio riempito, quando il livello di gasolio               
è alla quota  J  è: 

R�J�   =   :�J�: ∙ 100 % =   16 ∙ AJ − J86 B806 ∙ 100 % = 

=   680 ∙ 16 ∙ 100 % ∙ TJ − J86 U  =  120 ∙ TJ − J86 U  % = 

=  �120J − 20J8� % . 
 

 

Punto 4 

L’amministratore ha torto o ragione? 

Se nella formulazione precedente della percentuale di serbatoio riempito, si sostituisce l’altezza di riempimento  J = 0,5 D, invece di ottenere la percentuale del 50% supposta dall’amministratore, si ottiene il seguente 
risultato :  

R�0,5� = �120 ∙ 0,5 − 20 ∙ 0,58� % = A 60 − 2064B  % =  A60 − 516B  % = 960 − 516  % = 95516  % = 59,7% .  
Il risultato è corretto e l’amministratore ha torto. 

Infatti, il profilo curvo del serbatorio determina una maggiore capienza nella parte inferiore e una minore 
capienza nella parte superiore. Pertanto, quando il gasolio raggiunge il livello di metà altezza, il serbatoio 
contiene una quantità di gasolio superiore al 50%. 

Se invece il serbatoio avesse una sezione verticale a larghezza costante, allora esisterebbe una proporzionalità 
diretta fra la quota J raggiunta e la percentuale di riempimento del serbatoio  R�J� = J ∙ 100% . 

 

L’errore  V�J� può essere stimato come la differenza tra le due espressioni percentuali del volume corretto 
dato dalla funzione  :�J�  e del volume errato stimato come una proporzionalità diretta . V�J�  =  �120J − 20J8� − 100J =   20J − 20J8           � )   0 ≤ J ≤ 1 . 

Per determinare il massimo errore che si commette studiamo il segno della derivata prima. E��z�  =  20 − 120JF .  
E��z� = 0 ;      20 − 120JF = 0 ;        120JF = 20 ;           JF = 16 ;          J = Y16G  =   1√6G  ≅ 0,699 .   
E��z� > 0 ;      20 − 120JF > 0 ;        120JF < 20 ;          JF < 16 ;          0 < J <   1√6G  .   
E��z� < 0 ;      20 − 120JF < 0 ;        120JF > 20 ;          JF > 16 ;           1√6G < J < 1 .   
Pertanto l’errore risulta massimo in corrispondenza di  J = �√8G  ≅ 0,699 . 
Tale errore vale: 

V A 1√6G B  =  20 ∙ 1√6G − 20 A 1√6G B8 = 20 ∙ A 1√6G − 1√68G B  = 20 ∙ A 1√6G − 16√6G B  = 20 ∙ A6 − 16√6G B = 20 ∙ A6 − 16√6G B = 

= �668 √8G   ≅   11,647                  ⇒           V�J�  =  11,647 %  .    


