TEOREMI SULLE FUNZIONI CONTINUE

Teoria
Teorema di Weierstrass
Se f(x) € una funzione continua in un
) ) I =
intervallo chiuso e limitatda , b]
Teorema dei valori intermedi
Se f(x) € una funzione continua in un N

intervallo chiuso e limitata , b]

Teorema di esistenza degli zeri

Se f(x) €& una funzione continua in un
intervallo chiuso e limitatda , b] e negli =

estremi assume valori di segno opposto

Tipi di discontinuita

f(x) assume nellintervallda, b] il
minimo assoluto e il massimo assoluto.

f(x) assume, almeno una volta,
nell'intervallo [a, b] , tutti i valori
compresi tra il minimo assoluto e il
massimo assoluto.

Esiste almeno un punto € ]a, b[
incui f(c)=0 .

Punti di discontinuita
di prima specie
Un puntox, € un punto d
discontinuita di prima specie per

Punti di discontinuita
di seconda specie

iUn puntox, € un punto di discor
ldnuita di secondapecie per la funzion

Un punto x,

Punti di discontinuita
di terza specie
€ un punto d

discontinuita di terza specie per

funzione  f(x)
X = X,

sono diversi fra loro.

. + . +
lim f)y=1"# xil?é— fx)=1

X XO
La differenzal|l™ — 7|
e detta salto della funzione.

quando, pe|f(x) quando, perx - xg,
il limite destro e il limitg uno dei due limiti, destro o sinistroi |d
sinistro di f(x) esistono finiti € f(x) e infinito oppure non esiste.

almeng funzione f(x) quando:

1. Esiste finito il limite
lim,, X0 fx)=1

2. f(x) non e definita in x,
oppure f(xg) # 1.
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TEOREMI SULLE FUNZIONI CONTINUE

Esercizi

Esercizio 1278.499

Stabilisci se per la funziong(x) = ﬁ vale ilTeorema di Weierstrass nell’intervallo [—1,2] .

¥
La funzione f(x) = s hon e 1
continua nellintervallo[—1,2] . |
3*-1=0; *=1; x=0.
Infatti in x = 0 la funzione ha : : -
. . s g . 3 2 1 0 1 2 3 4

una discontinuita di Il specie.
xl—lf(’;lJf 3x—1=+oo R R A | I S D N
li ! _
x—l;r(r)l‘ 3x—1 B

-2

_3_
Esercizio 1278.510
Stabilisci se valgono le ipotesi dedorema di esistenza degli zeri per la funzionef(x) = —In|x| nell'intervallo
£
e
La funzione f(x) = —In|x| é definita e continua
Vx #0.
Essendog =037 e=272 1)

sihache0 ¢ E ,e]

La funzione & pertanto, continua nellintervall 0

. o 1 2 -1 0
chlusoellmltato[;,e] .

Inoltre: -1

f(i): —ln|§|= —(nl—Ine)=lne=1>0

f(e)= —Inlel]= —lne=-1<0
Pertanto valgono le ipotesi del Teorema di esistelegli zeri.
Esistera pertanto, almeno un punte Ja,b[ incui f(c) =0.

Nel nostro casa = 1.

Matematica www.mimmocorrado.it 2



Esercizio 1278.527

2
Disegna il grafico della funzionef (x) = {_x -1 sexs0

e classifica i suoi punti di dicontinuita.

2x se x>0
¥
y=—x2-1 € una parabola con la concavit
rivolta verso il basso, con il vertice A(0; —1). 2]
. _ _i _ 0 _ — _02_1 = —
Infatti: x, = yinlabvarits yy =—-0°—-1 1
y = 2x € una retta passante per 'origine, con coefiieie 1]
angolarem = 2 .
Dal grafico di f(x) si deduce che la funzione presenta u i
discontinuita di prima specie nel punito= 0 . A TR 0 1 2

Il salto della funzione in tale punto vale
I =rl=10-(Dl=1.
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Esercizio 1278.531

Z_16|

Individua i punti di dicontinuita della funziong (x) = PCJCT e la relativa specie.

Il dominio della funzione & ={x eR / x+ 4}

La funzione é il quoziente di due funzioni continliesuoi punti di discontinuita sono i punti in csii annulla il
denominatore. In questo cago= 4 € un punto di discontinuita della funzione.

Stabiliamo il tipo di discontinuita.

La funzione puo essere esplicitata nella forma:

2_ —
woog [ se x2—16>0 e se x<—4 V x>4
fx) = = . cioé: f(x) =19 _ i
x—4 —(x*-16) se x2—16<0 mCaRIC) se —4<x<4
x—4 x—4
_(tx+4 se x<—4V x=4
f(x)_{—x—él se —4<x<4
Calcoliamo il limite destro e il limite sinistro ke funzione perx — 4 .
|x?—16] o Ix*-16
———=1lim (x+4)=8 lim ——— = lim (—x—4)=-8
x— 4% x— 4~

x— 4+ x—4 x> 4~ x —4

Poiché il limite destro e il limite sinistro esiat finiti e sono diversi,x =4 € un punto di discontinuita di prima

specie. |l salto della funzione valé¢" — 7| = |8 — (—8)| = 16.
12T
11 ]
10 ]
9

>

O = N W A~ 0 0~ 00

-12-11-10 -9 -8 -7 6 -3 -2110 1 2 3 4 5 6 7 8
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Esercizio 1278.531b

2_25|

Individua i punti di dicontinuita della funziong (x) = lxxT e la relativa specie.

Il dominio della funzione @ ={x€R / x#5}

La funzione € il quoziente di due funzioni continliesuoi punti di discontinuita sono i punti in csii annulla il
denominatore. In questo cago= 5 € un punto di discontinuita della funzione.

Stabiliamo il tipo di discontinuita.

La funzione puo essere esplicitata nella forma:

2_ —
|x2 25| % se x2—-25>0 % se x<-5V x>5
fx)="—= . cioe: f(x) =1 15
xX—5 —(XZ—ZS) se xz _ 25 < 0 (x+5_)(x 5) se — 5 < x < 5
x-5 x—=5
_(+x+5 se x<-5V x=>5
f(x)_{—x—S se —4<x<5
Calcoliamo il limite destro e il limite sinistro ke funzione perx — 5 .
=251, 5) = 10 im 22250, 5) = —10
s T ek s) = dm =g Tl Cx =5 =

Poiché il limite destro e il limite sinistro esiatfiniti e sono diversi,x =5 € un punto di discontinuita di prima
specie. Il salto della funzione valé¢* — 7| = |10 — (—=10)| = 20 .
12_‘“\)f
11 ]
10 ]
g 1 ﬂ'

Lo e L S L) B = B B = =]

211410 -9 -8 -7 AN 01 23 4567 8°¢

Matematica www.mimmocorrado.it 5



Esercizio 1278.533

x%-3x—4
2xX—6

Individua i punti di dicontinuita della funziong (x) = e la relativa specie.

Il dominio della funzione &® ={x €R / x # 3}

La funzione e il quoziente di due funzioni continliesuoi punti di discontinuita sono i punti in csii annulla il
denominatore. In questo cago= 3 € un punto di discontinuita della funzione.

Stabiliamo il tipo di discontinuita, calcolanddirthite destro e il limite sinistro della funzionempx — 3.

.’ x?—3x—4 ’ x?—3x—4 N
- = — —_— = 40
o 2x— 6 5 2x—6

Poiché il limite destro e il limite sinistro sondiniti, x = 3 € un punto di discontinuita di seconda specie.

¥
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Esercizio 1278.535

x%+3x—4
x2+2x-3

Individua i punti di dicontinuita della funziong (x) = e la relativa specie.

Il dominio della funzione & ={x €R / x#1 A x, # -3}

La funzione e il quoziente di due funzioni continliesuoi punti di discontinuita sono i punti in csii annulla il
denominatore. Inquestocagg =1 A x, = —3 sono punti di discontinuita della funzione.

Stabiliamo il tipo di discontinuita inc; = 1, calcolando il limite destro e il limite sinistdella funzione perx - 1.

i xz+3x—4=9=7 lim x2+3x—4= i (x—D(x+4) — lim x+4=5
x-1* x2+2x—-3 0 x-1+ x%2 4+ 2x — 3 x=1* (x — 1) (x + 3) x=1* x+3 4
lim xz+3x—4=9=7 lim x2+3x—4 _ lim (x—Dx+4) — lim sz
x>1" x2+2x—3 0 x>1" x%2+2x — 3 x>1" (x — 1 (x + 3) x>1"x+3 4

Da cui si ottiene:

.y x*+3x—4 5
2+ 2x—3 4

Poiché esiste ed é finito il limite della funzioiféx) per x - 1 e f(x) non é definita in tale punto, si conclude che
x =1 & un punto di discontinuita di terza specie {miglabile).

Stabiliamo il tipo di discontinuita im, = —3, calcolando il limite destro e il limite sinistdella funzione perxc - —3
x2+3x—4 . x*+3x—4

lim ————— =+ lim ———————=—-
x--3* x2 +2x — 3 x—>-3" x2+2x—3

Poiché il limite destro e il limite sinistro sondiniti, x = —3 & un punto di discontinuita di seconda specie.
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Esercizio 1278.537

x> +x—6 se x < -3
Determina i valori dei parametri affinchée la funzo f(x) = Jax + b se —3 < x <2 siacontinua in tuttg.
x3+a se x> 2

La funzione definita a trattif(x) € continua nei tre intervalli]—c,—-3], ]-3,2] e [2,4+00[ perchéin
questi intervalli le funzioni considerate sono come.

Determinamo i valori dei parametri per i qualilefione f(x) e continua anche nei punti di confire3 e 2 .

Affinché sia continua, deve risultare:

lim f(x) = lim (x>+x—6) = 0

x> =37 x> =37 N lim f(x)= lim_ f(x)
lim f(x) = lim (ax+b) = —3a+b x> -3t x> -3

x> -3 x> =37 —3a+b=0

Affinché sia continua, deve risultare:
lim f(x) = lirgz_(ax+b) = 2a+b INche sia continua, deve risultare
xX—

x=20 = lim f(x)= lim f(x)
lim, flx) = lim (x34+a) = 8+4+a X2 x5 2
. e 8+a=2a+0b

Le due condizioni si devono verificare simultaneataequindi:

—3a+b=0 b =3a -
{8+a=2a+b { — {8+a=2a+3a
{4a_=8 {a;Z {Zig

La funzione € continua in tut®® sea=2 e b = 6.

x>’ +x—6 se x < -3
La funzioneg(x) continuaé: g(x) = {2x+6 se —3<x<2
x3+2 se x > 2
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