LIMITI

Funzioni irrazionali

Limiti di funzioni irrazionali con forma indeterminata 400 —00 =7?

In generale:
- Sei termini di grado massimo sono diversi si esegue il raccoglimento a fattor comune.

- Seitermini di grado massimo sono uguali si esegue la razionalizzazione.

Esempio 1
im (Va2 +3 —2x) = (+o0—o0=7)
X— +00

1 termini di grado massimo sono diversi.: (\/xz = x) # (2x) = siesegue il raccoglimento a fattor comune.

3 3
= lim x2<1+—)—2x = Ilim [Jx? |[1+—=—2x =
x> +00 x? X— +oo x2
lim Vvx? = lim |x| = lim (+x)
> x— +0o xX— +0o X— +00
Ricordando che :  Vx? = |x| = {+x sex =0 =
—x sex<0 ) . )
lim vx2 = lim |x|] = lim (—x)
X— —00 X— —00 X— —00
. , 3 ,
= lim | |x|- = lim|+x- [1+—=—-2x]|] = Ilim x-| [1+—=—-2]|] =—x
X— 400 X— +00 xZ X— +00 xZ
3
perche liT z= 0 quindi la parentesi tende a — 1. Pertanto il limite vale: + co-(—=1) = —
X— [ee]
Esempio 2
lim (Vx+3-Vx-5) = (+o0—0=7?)
X— +00

1 termini di grado massimo sono uguali: (x) = (x) = siesegue la razionalizzazione.

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato dell espressione \x +3 —Vx =5 :
(Vx+3++vx—-5)

lim (Wx+3—-+vx-5) = lim (Wx+3—-vVx-5)- =
x*+°°( ) x*+°°( ) (Vx+3++Vx—5)
Ricordando il prodotto notevole: (I —I1Y(I +11) = 12 — 11? si ottiene:
. (Wx+3)°-(x=3) . x+3-(x-5) _ =) 2
= lim = lim = lim = — =
x>+ \fx+3+Vx—5 x> toqx +3+x -5 x> toqx +3+x -5 +o0

Se procedessimo come prima, otterremmo la forma indeterminata +oo - 0 :

:xl—éToo( 3= X—S) = xl—sz<\/} 1+%_&.11_§> - xl—zToo\/}< 1+%_ 1_§> - (+00'0=?)
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Esempio 3

lim ( 4x2+3—2x) = (+0—0=7?)

xX— +0

1 termini di grado massimo sono uguali: (\/ 4x? = Zx) = (2x) = siesegue la razionalizzazione.

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato dell’espressione V4x? + 3 — 2x :

lim ( 4x2+3—2x) = lim ( 4x2+3—2x)-( 4x2+3+2x) =
x— +00 xX— +00 (\m + ZX)

Ricordando il prodotto notevole: (I —IIY(I +11) = 12 — 11? si ottiene:
2
’ (V4x? +3) — (2x)? ’ 4x% + 3 — 4x? ’ 3
= lim = lim = lim =
x= +00 (\/4x2 +3+ 2x) x= +oo (V4x2 +3+ Zx) x= +oo (V4x2 +3+ Zx)

Se procedessimo come nell ‘esempio 1, otterremmo la forma indeterminata +o0 -0 :
. 3 ) 3 ] 3 ] 3
= lim x2(4+—)—2x = lim|yx? [4+—=—2x = lim|x- [4+—=—-2x] = limx-| [4+—=—-2]| =(Ho-0=7?)
X +00 x2 X +00 x2 X +00 x2 X +00 x2

Esempio 4

lim ( x2+x+1+x) = (+o—w=7?)

X— —co

1 termini di grado massimo sono uguali: (\/x = x) = (x) = siesegue larazionalizzazione.

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato dell’espressione Vx> + x+ 1+ x :
X2+x+1—x

= lim x24+x+1+x) = lim x2+x+1+x)- =
Jdim ( ) = tm( R s
2
(Vx2+x+1) — (x)? x> +x+1—x? x+1

x>- WxZ4x4+1-—x x>-oyx2 4+ x+1—x X>-0\x2 4+ x4+ 1—x

Compare ancora una forma indeterminata

+o0—00

Per eliminare l'indeterminazione, raccogliamo a fattor comune x sia a numeratore sia a denominatore:
1 1 1
x\1+= x-|\1+= x-\1+=
= lim (1 xl) = Ilim ( - )1 = lim ( - x)l =
X— —00 X— — X— —0
JX2(1+E+ﬁ)—X |X| 1+§ F—X —X" /1+E+F—x
1 1
x-|\1+= 1+— 1
= lim ( x) = lim - £ = —=.
SR (Y R S AR B SR S 2
x X x2 X x2
Esempio 5
5 5
i - ()
X— +00 Zx_ 9x2+3 +00 — oo

I termini di grado massimo sono diversi: (2x) + (\/ 9x4 = 3x) = si esegue il raccoglimento a fattor comune.

. 5 . 5 . 5
= llT > = ll?;r_l > = ll?;r_l > =
xX— [ee] X— o0 X— o0
2x — ’X2(9+F) ZX—VXZ' 9+F ZX—(+X)' 9+F
. 5

= lim = 0.

X— 400 3

X <2 - /9 + —2>
X
3

perche xliToo 2= 0 quindi il denominatore tende a (+o)-(—1) =—c0 siconclude che la frazione tende a 0 .
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Esempio 6

5 5
- ()
x> 40 2x —V4x?2 +3 +o0—

1 termini di grado massimo sono uguali: (\/ 4x2 = Zx) = (2x) = siesegue la razionalizzazione.

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato dell’espressione 2x —V4 x> + 3 :
5 5 2x+V4x?+3 5-(2x +V4x2+3)

lim = lim = lim

x>t 2x —\/4x2 +3 x>t 2x —\Ax2+3  2x+V4x2+3 X 400 (Zx)z_(,/—4xz+3)2

] 5-(2x+v4x2+3) o 5-(2x+v4x2+3) o 5 > B
=M ety S AT s =ty (e s) = e
perche xiirpw (2x+\/4x2+3) = 40 +00 = +00 .

Esempio 7
lim (V3x—2-V5x+7) = (+o0—00=7)

xX— +0

I termini di grado massimo sono diversi: (3x) # (5x) = siesegue il raccoglimento a fattor comune.

2 7 2 7
lim (\/3x—2—\/5x+7) = lim \/x-<3——)—\/x-<5+—> = lim | Vx- ’3———\/5- /5+— =
X— 400 X— 400 X X X— +00 X X
2 7 1 1
= lim x- 3——— |5+— +o0 - -—— |=] = —,
X +00 b X 5 3

percheé (\E—\E) =~ 045-10,58 = —013.

Il METODO (consideriamo inizialmente gli infiniti di ordine superiore e in seguito il raccoglimento a fattor comune)

lim (V3x—2-+5x+7) = im (V3x—+5x) = xi"’fmﬁ'(‘@—‘@) - —.

xX— +0

perche (\/ 3- \/5) € un numero negativo .
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Esempio 8

im (Y3x2-5-13x2+7x) = (+o0—00=7?)

X— +00

I termini di grado massimo sono uguali: (3x?) = (3x?) = si esegue la razionalizzazione.
Ricordando il prodotto notevole: (I —II)(I? +1-11+11?) =13 —1I3
Moltiplichiamo e dividiamo per il falso quadrato 1*> + 111 + 11? :

_ xlirf (i/3x2 e ?\’/sz n 7x) ' 3/(3952 —5)2 + i/SxZ _5. §/3x2 T 7x + ?(3962 + 7x)2 _
o V(Bx2 —5)2 + V3x2 —5-33xZ + 7x + 3/(3x2 + 7x)2
lim VBx? = 5)3 — (B2 + 7x)3

x>+ /(3x2 = 5)2 + Y/3x2 — 5+ V3xZ + 7x + Y (3x2 + 7x)2
lim (3x%—5) — (3x% + 7x)

x=>+03/(3x2 — 5)2 + Y/3x2 — 5 V3xZ + 7x + /(3x2 + 7x)2

—7x—5

= lim = 0.
x>+o3[(3x2 —5)2 + /3x2 — 5+ Y3x2 + 7x + 3/(3x2% + 7x)2
perché il grado del numeratore (1) e minore del grado del denominatore (g) .
Oppure considerando gli infiniti di ordine superiore si ha:
i —7x i —7x
= m = m =
3 3 3 3 2 4 2 4 2 4
x>+ 1/(3x2)2 + V/3x2 - /3x2 + {/(3x2)2 X 3323 + 33x3 + 3343
T I —7
2 4 5 1
SRR B 2 B A
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AT T . 0
Limiti di funzioni irrazionali con forma indeterminata ri ?

Esempio 1

lim Y272 (%:?)

-4 x—4
Ricordando il prodotto notevole: (I + I11Y(I —I11) = 1? — II?

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato di \Jx — 2 :

’ Vx =2 _ Vx-2 Vx+2 _ VxZ — 22

im = lim = lim =

-4 x—4 x—>4 x—4 \/—+2 x—>4(x—4)(\/§+2)
x—4 1 1

= lim lim —— = -.

i(x—H(x+2) xoiyx+2 4

Esempio 2
Vx—2 0
im 2 (0 )
x>4 x2—3x—4 0
Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato di \Jx — 2 :
V-2  VJx+2 _ Vx2 — 22 X —4

= lim = lim = lim =
x4 x2 —3x — 4 Vx +2 x- 4 (x2—3x—4)-(\/§+2) x> 4 (x2—3x—4)-(\/E+2)

e effettuiamo la scomposizione in fattori del polinomio che da origine alla forma indeterminata:

r -3 : . x —4 . 1 1
4 +4 = lim = lim = 5q-
‘ ; 1‘ — =>4 (x—4) - (x+1)- (Vx +2) =4 (x +1) - (Vx + 2) 20
T =
Esempio 3
li x2+3-2 (O 7)
mm = — =7
x>-13 B3 0
Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato di NVx? +3 — 2 e per il coniugato di 3 —V8 — x3 :
i VxZ+3-2 \/x2+3+2 3++/8 — x3 y (,/(x2+3)2—22)-(3+‘V8—x3)
= im =
x>-13_VB—x3 VaZ+3+2 34VB—x8 -1 (32-J@=x%?)- (VT +3+2)
(x2+3-4-(3+v8-x3) (- 1-(3+V8-x3) _

Jim, [9—(8—x3)] (VxZ+3+2) - A [x3 +1]- (VX% +3 + 2)

Scomponiamo in fattori: x> —1=(x+1)-(x—1) e x3+1=(x+1)-(x*—x+1)

x—; 1x+1D) - (x2—x+1)- (W+2) =>-1(x2—x+1) (VxZ+3+2) 3-4

x+1D)-(x-1-(3+V8-x3) lim (x-1-(3+V8-x3) _—2-(3+3)
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Esempio 4

x +1 0
im (—=?)
-1 x+1 0

Ricordando il prodotto notevole: (I +I11)(I? —1-11 +11?) =13 + 113

Moltiplichiamo e dividiamo per il falso quadrato 1*> + 111 + 11? :

.y Vx +1 .y Vr+1 Va2 —3x-1+12 .y Va3 + 13
im = lim - = lim =
x=>-1 x+1 >-1 x+1 x2—-3fx-1+12 =1+ D)(Va2 - Vx + 1)

x+1 1 1

lim = lim (m/——— = —-.
=-1(x + 1)(Vx2 - Yx + 1) =-1x2-3Yx+1 3

Esempio 5
1

” 3x2 —4x+1\T-x <0_7)
o\ x—2 N0

Effettuiamo la scomposizione in fattori dei polinomi che danno origine alla forma indeterminata:

3x2—4x+1=3<x—%>(x—1) = Bx—-1Dkx-1)

. b [ \/_ 2-1
b —2%7y7 2%V ™m=—5—=
3x2—4x+1=0; Z=<E> —ac = (-2)2-31=1; x,= . = 5= 241
Xy, = ——
3
1 +1 | -2
1 +1 | +2 x24+x-2= (x—1Dx+2)
1 42 | -
1 1 1
_ 3x? —4x + 1\17x y Bx—Dx-1\x _ y (3x—1)ﬁ B
L T\ - D +2) L ) -

1 oo

B0

Matematica www.mimmocorrado.it



8

Limiti di funzioni irrazionali con forma indeterminata s =7
Esempio 1
x2+3 +00
m YEEE (1)
x>+ 2X+5 +oo

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado piu alto al numeratore e al denominatore:

x2(1+%) VR /1+% hxe 1+% | 1+%

= lim ———— = lim ——— = = lim ———— = lim

X— +oo 5 X— +0oo 5 xX— +oo 5 X— +oo 5
x(2+2) x(2+2) x(2+2) 2+
‘ ) _ .5
perché xl_)nJrnOOF =0 e xl_)nJrnOO o 0
Esempio 2

lim
xo-o o J4x2 + 3

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado piu alto al numeratore e al denominatore:
5 2 5 2 5 2
3 2 & 3 D e 3 2 _ 4
X (1+x2 ) x (1+x2 ) x (1+x2 )

3 +5x—-2 _ (e
S e

3 3 3
= Ilim 3x = lim ’; = lim ;C =
X— —00 X— —oo X—> —0
x2(4+—2) Va2 4+ x| - [4+=
x X
5 2 5 2
(1t g-n) 2t g5)
= lim = lim = —o00,
X— =0 3 X— —00 3
—x - /4+—2 — /4+_2
b X
perChé Emoo on xl—ér—noo F:O xl—ér—noo on

Quindi, il numeratore tende a +0 mentre il denominatore tende a —2 , si conclude che la frazione tende a —.

Esempio 3

li V5x2+3x—6 <+oo 7)
m = —_— =
x>+ 7x24+2x+ 4 400

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado piu alto al numeratore e al denominatore:

sz-(5+%—%) _ VxZ- ,/ +% ﬁ lim \I x2

PN R (7+§ Y xi+w (742 +)

= lim =
x>+ o Z 4 ) x—> +oo ( 2 4 )
x2- (7 45+ T+3+
R 3 6 2 4
perche lim —=0 lim —-==0 lim —=0 lim =0
X— 40 X x— +0o0 x 2 X—+0 X x— +00 x2

Quindi, il numeratore tende a \5 , mentre il denominatore tende a +oo, si conclude che la frazione tende a 0 .

N =
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Esempio 4

o 14+4x2+1 +o0
o DHEL_ (20 )
+ o0

X— 4+ X
Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado piu alto al numeratore e al denominatore:

1+’x2(1+%) 1+Vx2- 1+1 1+x- 1+%

= lim lim = lim =
xX— 400 X X— +o00 X X— oo X
= lim -4+ = lim -+ 1+—2 = 1.
x> +00 \x X / x—>+00 \ X b
hé i 1—O li 1—0
perche zmw;— e x—frfoo;_
Oppure
1 1
1+4x- 1+% x-<§+ /1+F> . :
lim = lim = lm |-+ [1+—=] = 1.
X— +o0o X X— +o0o X X— +0oo X X
Esempio 5
. 1+4++V3x2-5 +00
m LIS e )
X— —00 Zx —00

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado piu alto al numeratore e al denominatore:

1+ /x2(3—%) 1+ 3——

= lim = Ilim =

X— —00 2x xX— —00 2x
5 5
1+ (—X) - |3 = F 1 3— F \/§
li = Ilm |[—>Y—%X | = -2,
s 2x o | 2x 2 2
5

perché lim —=0 e lim =0

X— +00 LX xX— +oo X

Matematica www.mimmocorrado.it



