Integrazione per sostituzione

tgﬂx sen4x/3 4
1 f—?’ dx _ jM dx = Im dx
' 24 cos? 4x/3 34
cos™ X cos® = x
3

Ponendo Cos%x =t siha: %X =arccos t, ecioé X :%arccos t

Da cui dX:E(—#]-dt. Mentre Sen£X: 1-cos? —X = 41— Sostituendo si ha:
4 V1-t? 3
4
sen — X D) >
3 _orvl-t 3 B 3¢1 3.3 3t B
jT dx = J. t3 (_4 n t2 dt o= —th—3dt ——ZJ-t dt ——Z'3+C =
cos® —X -vl-—
3
3 .. 3 3
= —t"+c = —+C = —4+c.
& 8t 8cos? —x

1
2. J dx Ponendo \/; =t siha: Xx=t?. Dacui dx =2t -dt. Sostituendo si ha:
1+ «/;

1 1
—— __dx = |— 2t-dt
‘[1+\/; 1+t

2j1+t_1 dt = 2. { 1+t g —dt} _ 2-“1dt—jidt} _
1+t 1+t 1+t 1+t

2-t-log +t[]+c . Risostituendo vx =t siha: = 2+/x—2log [L++/x|+c

. : . o 1
(*) Allo stesso risultato si perveniva eseguendo la divisione t : (1 + t) 1- ﬁ
+

t
ij dt (*). Aggiungendo e sottraendo 1 si ha:

2
3. J \/72 dx Ponendo x =sent con _r <t < T (con questa restrizione la funzione
1-x 2 2

x =sent risulta invertibile e ycos’t =cos t ) siha t=arcsen x e dx=cost-dt.

2 2 2
X sen-t sen‘t

Sostituendo si ottiene: | ——— dXx ——.cost-dt = .cost-dt =
J‘\/1—x2 J‘\/1—sen2t I cost

Isenzt-dt = l-[t—isen Zt}LC
2 2

Ricordando che sen 2t =2sent-cost . che X=sent e cost=+1—-sen?t =+1—x2 siha:

sen 2t =2sent-cost = 2x-V1-x?.
Sostituendo quest’ultima espressione e la relazione t = arcsen X

%-{t—%sen 2t}+c %-[arcsen x—%-Zle—xz}rc: %-{arcsen x—xxll—xz}rc
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4 J.e +1

I° METODO

Ponendo e* =t siha: x =log,t. Da cui: dx :l-dt . Sostituendo si ha: I = I 1 1
t e’ +1 t+1 t
1 1_ A B, 1 _At+B(t+1),
t+1 t t+1 t (t+1)-t (t+1)-t
Eliminando i denominatori siha: 1= A-t + B (t +1);
1=A-t+B-t+B; 1= (A + B)-t + B . Dovendo questa uguaglianza sussistere per ogni valore della
variabile t, i coefficienti dei termini di uguale grado dei due membri devono essere uguali.

_ A+B=0 _ _ _ A+1=0 [A=-1
Deve risultare pertanto: da cui sostituendo si ha: B-1
. 1 1 -1 1 1 1

In definitiva | —-=dt = ——4+=|dt = —|—dt+|=dt = -logft+1/+logjt+c

e = Il = -fogeefia = oottt
Risostituendo €* =t siha: -log (ex +1)+ loge” +c¢ che si puo scrivere anche come:
= —( Iog(eX +1)—Iog ex)+c = —log e’ +1 +c¢ = -log (1+ixj+c

e* e
I1° METODO
Aggiungendo e sottraendo €* si ha: Jﬂ dx = '[1 dx —J‘ dx =
e’ +1 e* +1
—Iog(eX +1)+c = x-log, e—Iog(eX +1)+c = loge” —Iog(eX +1)+c =
—( Iog(ex +1)—Iog ex)+c = —log S +1 +c = -log (1+ij+c
e
n° METODO
1
2
Moltiplicando e dividendo per t +1 si ha: J'iédt = J‘;Ed = I(t +1) dt =
t+1 t (t+1y t t
t+1
Essendo Ia funzione del Numeratore la derivata della funzione del denominatore, si puo applicare la
regola j () dx logff (x} + ¢ . Pertanto si ha: Iog 1 +c = loglt|-logft +1]+c
Risostituendo e* =t si ha: —Iog(e +1)+Ioge +C che si puo scrivere anche come:
= —( Iog(eX +1)—Iog ex)+c = —log e’ +1 +¢ = -log (1+ij+c.
eX

1
J > dX  ponendo logx =t siha: x=e'. Dacui: dx=e'.dt.Sostituendo:
X -4/1—-log“ x

1 t 1
——-edt ——dt = arcsent+c = arcsen (logx)+c
J.et-\/l—tz J
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1
d
> leogx-(1+logx) X

Ponendo log x =t siha: x=e'. Dacuii dx=e'-dt.

Sostituendo si ha: Jt;-et dt = j; a = (L1
el -(d+1) t-@L+t) t 1+t

Trasformando il prodotto in una somma di due funzioni, si ha:

1.1 _A B, 1 _At+B-(+t).

t 1+t 1+t t = (@+t)t @+1)-t

Eliminando i denominatorisiha: 1=A-t+B -(1 + t);
1=A-t+B-t+B; 1= (A + B)-t + B . Dovendo questa uguaglianza sussistere per ogni valore della
variabile t, i coefficienti dei termini di uguale grado dei due membri devono essere uguali.

_ +B =0 _ _ _ A+1=0 [(A=-1

Deve risultare pertanto: da cui sostituendo si ha:
B=1 -——— B=1
1 1 -1 1 1 1
In definitiva | ——-=dt = ——+=dt = —|—dt+|=dt = -—logl+t|+logt/+c =
I1+tt J.L+t J I1+t -[t g|1 | g||

= IogL +C = Risostituendo logx =t siha: log IoiJrc.

1+ 1+log x

[42 2
7. I a® —x° dx (cona>0). Ponendo x=a-sent con —gst sg (con questa restrizione la

. . . - . X X
funzione x =sent risulta invertibile e ycos’t =cos t ) sihasent=—; t=arcsen — e
a a

dx =a-cost-dt. Sostituendo si ottiene:

I\/az—azsenzt-a-cost-dt = jaVl—senzt-a-cost-dt = J'alel—senzt-cost-dt =

a’ Icos t-dt = %a (t+sent cost+c

Risostituendo sen t—— e Cos t=+1- sen? —1/ — 1/1——2 si ottiene:

1, X X2 1 a® —x?
S8 arcsen >+ 2. X |ic = Ea arcsen >+ 2. 22X 1 ¢ =

2 2

a a a a a a

1 X X 1 X

Ea arcsen =+ —-- a?-x?|+c = > a?.arcsen=+x-+4a% -x? |+c.
a a? a
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