Integrazione di funzioni razionali fratte

L’integrazione di una funzione razionale fratta € sempre ricondotta all'integrazione di una funzione razionale
fratta propria (una frazione in cui il grado del numeratore & minore del grado del denominatore).

Infatti se la frazione & impropria, effettuando la divisione fra il numeratore e il denominatore, si ottiene la
somma di una funzione razionale intera e una funzione razionale fratta propria:

N(x) _ R(x)
px) -~ 2 50

Per integrare una funzione razionale fratta propria del tipo J‘% dx occorre distinguere i seguenti casi:
X

I°CASO-D(x)=ax+b

j A dx=£j & ax = 5-Iog lax +b| + k
ax+b a‘ax+b a

lI°CASO - D(x)=ax’ +bx+c A>0

_px+q _1 A B =é.| _ E.| _ k A+B=p
J.ax2+bx+c dX a D.X—deXJrJ.X—XZdX} a ogx X1|+a 0] = X, | + X,B +X,A =—q

ll° CASO— D(x)=ax’*+bx+c A=0

px+dq 1 q q g, 0 (x=x)
Sep=0 = ————dX == || ———=dx| == | (X=X, ) dx == —=~——+Kk
P jax2+bx+c a D(x—xl)2 } a I( Y a -2+1
Sepz0 = Occorre, moltiplicando e dividendo, aggiungendo e sottraendo opportune quantita,

trasformare il numeratore nella derivata del denominatore piu una costante.

IV° CASO - D(x)=ax*+bx+c A<0

1
- dx =L arctg X=M 1k

2
_ an n
(x mj 1
n

q q 1 q
Sep=0 == |—— dx= dx=—--n-
. J.ax2+bx+c an? (X_mjz . an J.
+

n

Infatti: dette X,, =m¥ni. Siottiene: ax> +bx+c=a-(x-m-ni)-(x—-m+ni)=

—a-[x-mp-i’n?] =a-[x-mp +n?] =an2-{(x;mj2+1] _

Sep#0 = Occorre, moltiplicando e dividendo, aggiungendo e sottraendo opportune quantita,
trasformare il numeratore nella derivata del denominatore piu una costante.
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Esistono formule risolutive che permettono di calcolare in modo veloce i precedenti integrali

J

1

ax? +bx +c

dx =

%-[Iog [x = x,|-log |x—x1|] + Kk
1

Ca(x-x) vk

2 - arctg 2ax +b K

J-A A

X —

oppure L arctg + k
a-n

seA>0

seA=0

seA<O0

Con X;, =m=n-i

px+9

J.ax2+bx+c

dx =

A B
gIog |x—x1|+glog x=x,| + k

AZDX1+CI
X, — X
con 1o
B PX; +9
Xy =X
p PX, +q
log{x — x + k
bl )
p 2 2aq - bp bp 2ax +b
—.log [ax‘ + bx +c|+ -arct
2a g‘ ‘ a-vv-— S T =

seA>0

seA=0

k seA<O
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Esempi del I° caso

3
J.2x—5 d

Soluzione

j 3 dx=§ji dx:g-log 2x -5 + k .
2x -5 2°2x-5 2

Esempi del [I° caso 4>0

J‘; dX
3x%? -5x -2

Soluzione a

Risolvendo 3x? =5x -2 =0 siha: A=b? -4ac =(-5)*-4-3-(-2)=49

L _-bEJA _ 5%a9 _ 5%7 _ x1=_%
127" 2.3 6 . _ 2
, =
1 1 1 1
— = dx = dx = —- dx =
2
ISX -5x -2 I3(x+1j(x_2) 3 I(x+lj-(x—2)
3 3
1
A-(x—2)+B(x+j
1 A B 3

[x+;j-(x—2) :[x+;j+(x_2) i (x+;j-(x—2)

1 1 1
Dacui:l=A-(x—2)+B-(X+§); 1=Ax-2A+Bx+2B; 1=(A+B)-x—2A+§B

Dovendo sussistere l'uguaglianza, deve risultare:

3
A+B =0 A-_p |— _ S - A=—7
_2A+iB -1 —2-(—B)+18=1 B+ip-1 |L-1 |g=2 3
1 3 3
R P S VR 1 17 7 _
Pertanto: -[SXZ—SX—Z dx _§J' 1 dx = §I T +(x—2) dx =
X+ |- (x=2) X+
13 -1 1 1 -1 1 1 1
- §7I( 1j+(x_2) dx = 7I( 1j+(x_2) dx = 7{Iog|x—2|—logx+§}+k.
X+ — X+ =
3
Soluzione b
Applicando la formula: J‘; dx = i-[Iog |X—X2|—|Og |X—X1|] + k.
ax? +bx +c¢ JA
ngz_lmdx = %-{Iog x—2|-log x+%H + k = %-{Iog x—2|-log x+%H + k.
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J- 2X+3
3x% —4x+1

Soluzione a

2
Risolvendo 3x%? —-4x +1=0 si ha: %z(g) —ac=22-3.1=1>0

b, /4 1
« _ 2 \4 271 271 _ X =3
L2 a 3 3 . 1
, =
I 22x+3 _J' 2x1+3 dx = lJ' 21x+3 dx
3x° -4x+1 3()(_) (X—l) 3 (X_sj‘(x_l)
A-(x-1)+B (x—lj
2x+3 A B
1

1
Da cui: 2x+3=A-(x—1)+B-(x—%j; 2x+3=Ax—A+Bx—%B; 2x+3=(A+B)-x—A—§B.

Dovendo sussistere l'uguaglianza, deve risultare:

_A-1p-3 _ —(2—5)—15=3 B-1g-3+2 |2B-5 |p=2 15
3 3 3 3 2 B=7
1 15
Pertanto l'integrale vale: —I 2x+3 dx = lj 2 _, 2 dx =
1 3 1) (x-1)
Xx-=1-(x-1) X—=
3 | 3
1 11 1 15 1 11 1 5
= —|-——|—dx + —|—dx| = ——:log [x—— + —-log |x-1 + Kk
3 21_3 2Ix—1 6 9 X3 2g||
Soluzione b
1 2
p+q 2373 373 113
pX +q A B A —x, 1 . 2 32
— 2 dx=—log [x-Xx|+—log |x—-Xx,| + kK con v P -
J'ax2+bx+c a 9 [x= a 9 [x=] 3 3
g+px, 3+2:1 5 3 15
B= = == =5.2 ="
X, — X, 12 2 2
3
11 15
_ X 2x+3 Y 1| 5
Pertanto l'integrale &€ uguale a: | ———— = —%Jog x——|+-%log [x-1 + k =
J J J’3x2—4x+1 3 9 3] 3 9 [x-1
11 1 5
= —-—-og [x—— + —-log [x-1] + k.
6 09 3 ¥ gloo kY
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Esempi del llI° caso 4=0

1
Iz— dx
4x° —-4x +1

Soluzione a

2
Risolvendo 4x* —4x +1=0 si ha: %z(gj —ac=(-2f-4-.1=0.

J‘;dx = J‘(;dx = I(Zx—l)‘zdx = %IZ-(Zx—l)‘de

4x% —4x+1 2x -1f

1 @x-1)"" _llx-yto o, 11

2 -2+1 2 -1 2 2x-1
Soluzione b

. 1 1
Applicando la formula: IZ— dx=————— + K

ax? +bx +c a-(x—-xy)
R SV SV N
4x* —4x+1 ( 1) 4x -2 2 - 4x
4. x—E
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2+ 1
2-(x—j
2

2x -3
[2X3 gy
4x° -4x+1
Soluzione a
2 _b
Risolvendo 4x* —4x +1 =0 si ha: 4 b —ac=(-2f-4-1=0. X12=—2=3=l
4 2 ’ a 4 2
J‘ 22X—3 dx :J‘ 2x-3 2d _ lj‘ 2X—32 dx
4x° —4x +1 1 4 1
4. x—-= X—-=
2 2
A- x—l +B
2x-3 A B B 2
1y (X_lj 1y 1y
X—= X—= X—=
2 2 2 2
) 1 1 1
Da cui: 2X_3:A(X_EJ+B; 2X—3=AX—§A+B; 2X—3=AX—§A+B.
Dovendo sussistere l'uguaglianza, deve risultare:
A=2 - o o a=2
—£A+B=—3 —£-2+B=—3 -1+B=-3 B=-2 B=-2
2 2
Pertanto l'integrale vale: lj 2X_32 dx = lj 2, =2 ~dx =
4 1 4 [ 1) 1
X —— X—— X —=
[ 2 2 2
-2
1 1 1 1 1 1
=7 ZJ._ldx—ZJ. 12dx =7 2-IX_1dx—2-I(x—EJ dx| =
2 X=5 2
r 1 —2+1 1 -1
1 2 1 2
= —-|2-loglx-= - 2- + k = —-log|x—-—= - 2 + k =
4 -2+1 -1
1 1 1 1 1 1 1
= E-Iogx—— + 2-X_l + k = E-Iogx—— + 2-2)(_1 + k = E-Iog‘ 5
2 2
Soluzione b
Applicando la formula: J‘pr—+q dx = B-I0g|X—X1|—M + k
ax® +bx +c a a-(x—x)
1
i 2x -3 2 2-5-3 1 2
————dx = —:log X -Z|-—*—= + k = =:log X-Z|-—F——<
A% —4x +1 4 2|, ( 1) 2 4( 1)
. R — . X_i
2 2
1 1 1 1 1 1
= —.log x—= + k = =-log [X—={+
2 2 2| 2x-1
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Esempi del IV° caso 4<0

—1 d
7= X
4X° +8x+7

Soluzione a

Trasformando il trinomio in un quadrato di binomio piu una costante:

AX% +8X +7 = 4-(x2 +2x+%} = 4-(x2 +2-1-x+%+1—1} = 4-{(x+1)2+%} =

2
2 2
2 3|0 g Xl g f(2x2)
4| 3 3 V3
4 2
1 1 1 1
Pertanto dx = dx = —- dx =
J.4x2+8x+7 I 2% + 2\ 3 I 2x+2Y
3. 1 1
N5 N
2
:lﬁj 32 dx =£at 2x+2 k.
3 2 £2x+2j 6 V3
+1
V3
Soluzione b

2
Risolvendo 4x% +8x +7 =0 si ha: %z (g) —ac=42-4.7=-12.

b_
T2Va _ -aF12 a3 __ N3, 3
4 -4 2

Quindi: m=-1; n=—.

wisanr-o - a1 [ 15 -

= 4-{x+1+§i]{x+l—§i} = 4-[(x+1)+£i}-[(x+1)—§ij =

- 4-{(x+1)2—[§iJ2J - 4-((x+1)2—%i2) - 4-[(x+1)2+%) - 4%- (x+1f 4

3
4
- 3-[4()‘3;1):1} - 3{(%)11} - 3-“2)\%2]2 +1} .
’inr:;x= ! x=l-;x
Pertanto l'integrale I4x2+8x+7d 13{(23%2)2 1}d 3 IEZ%ZT 1d
2
143 73 . V3 2X +2 _
- ; 23 ILZ%:THd t i k
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Soluzione ¢

Essendo m=-1 e nzﬁ. Applicando la formula: J‘Z; dx = L-arctgx_ + k
2 ax“ +bx+c a-n
1 1 x—(-1) V3 2X +2
——dx -arctg + k ——arct Xx+1) + k = —arct
I4x2+8x+7 , 3 3 f g[( ) 6 9T 5
2 2
Soluzione d
. 1 2 2ax+b
Applicando la II* Formula: dx = -arctg——— + K
i J‘ax2+bx+c J-A g J=A
J’;dx 2 actgw + k = 2 arctg8X+8 + k =
4% +8x +7 Jag Ja8 43 4.3
L-arctg 2x+2 + k = ﬁ-arctg 2x+2 k .
243 V3 6 V3
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J' 2x-3

2—dx
5x°-6x+5

Soluzione a

Occorre, moltiplicando e dividendo, aggiungendo e sottraendo opportune quantita, trasformare il numeratore nella

derivata del denominatore piu una costante.

5x%> —-6x+5 5

5x?> -6X +5 5

:£|:J‘]£()X—_6dx_9j‘2;dx:| .
5 5x° -6x+5 5x° -6x+5

Il primo integrale & immediato. Il secondo invece rientra in uno dei casi precedentemente studiati.

[ 2x-3 dx"l”f 5-(2x-3) 1'I 10x-15 %'Ilox—G—Q

== SOXTO7Y gy =
5x?> -6X+5 5x?> -6X+5

Infatti, trasformando il trinomio in un quadrato di binomio piu una costante:

5x? —6x+5 = 5-[ x>~ Sx11] = 5. [x2-2.3.x41] = 5-(x2—2-§-x+i—i+l} =
5 5 5 25 25

(5X—3j2 5x -3
2 - - 2
5. X_E +E = 5& 5—+1 = & _5 +11| = E ox -3 +11 =
5 25 25 16 5 4 5 4
25 5
Pertanto l'integrale:
5
I > 1 dx = j 1 dx = iij. 4 dx = —-arctg Sx -3
5x° -6x+5 16 |(5x —3)? X 16 5 (5)(_3) 1
s ;

In definitiva:
~[22)(—_3(1)( — £|:J‘]£0X—_6dx_9~l‘2;dx:| =

5x° -6Xx+5 5 5x° -6x+5 5x°-6x+5
= l-Iog ‘5x2—6x+5‘ - g-l-arctg 5x=3 |,

5 5 4
= i-Iog ‘5x2—6x+5‘—i-arctg Sx -3 k .

5 20 4
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Soluzione b

il polinomio 22x—3 = A-(120x—6)+B , dove 10x —6 ¢ la derivata del Denominatore.
5x° -6x+5 5x°-6x+5
2x-3  A-(10x-6)+B

Pertanto si ha:

2 = 3 Dacui: 2x—-3=A-(10x-6)+B
5x°-6Xx+5 5x°-6x+5

2x -3 =10Ax —6A+B Dovendo sussistere I'uguaglianza, deve risultare:

1
10A=2 R — A=g
5 1 6 9

-6A+B=-3 -6-—+B=-3 B=-3+—=—= 9

S 5 5 5 B=—§
Pertanto l'integrale vale:

9
2x -3 5 < -(10x- 6)‘* 10x -6 1

Iz—X=I 2 :_I X__'Iz—dx'
5x° -6Xx+5 5x°-6X+5 -6X+5 5 J5x°-6x+5

Il primo integrale & immediato. Il secondo invece rientra in uno dei casi precedentemente studiati.

- 1 R . .
Infatti I'integrale: Iﬁ dx puo essere calcolato scomponendo la funzione integranda nel seguente modo:
X° —6X+

2
Risolvendo 5x%> -6x+5 =0 si ha: %z(g) —ac=3°-5.5=-16

b_ |4
2 V4 3F¥J-16  -37F4i _3_4. - 3. 4
= = = = —F—1. uindi m=—-——; n=—.
=Ty 5 5 5 5 © 5 5
Pertanto 5X*> —6X+5 = 5./ x - g—ii X - §+ii =
5 5 5 5
= 5 X—=+—I X—E—il = 5. x—g +ii X——= —il =
5 5 5 5) 5 5) 5
(3]
2 2 2 -
=5 x—g —il =5 x—g +E 16 > +1| =
S 5 5 5 16
25
5 x—E 2
_ 16 5)| 4| = 16 (5)“3) 1
5 4 5 4
Pertanto l'integrale:
5
J.Z; dx = j = . dx = iij% dx = L.arctg X3 K, .
5X° -6X+5 16 |(5x-3 16 5 (5X_3j 4 4
-_—. +1 +1
5 4 4
In definitiva:
- - 1
Izz)(—sdlejjj))(—de_gjz—dx =
5x° -6Xx+5 5 J5x°-6x+5 5 J5x°-6x+5
5x-3 1 9 5x-3

+ k.

l-Iog ‘5x2—6x+5‘ - g-l-arctg + k = =-log [5x? -6x +5|-— -arctg
5 5 4 5 20
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Soluzione ¢

2Xx -3
Iz—dx
5x“-6x+5
Risolvendo 5x%> -6x+5=0 siha: A=b? -4ac=6%2-4.-5.5=-64
2 .
Xlzz—bi\/b —4ac _ 6xy-64 _ 68 _ 3, 4. Quindi:m=_§; nod
’ 2a 2.5 10 5 5 5 5

Applicando la formula:

pX +( p 2 2aq-bp 2ax+b
—————dx = —-log |ax“ +bx + ¢|+ ———-arct k
J‘ax2+bx+c 2a g‘ ‘ a-vJ— A g J—A
I——giig—— x::—E—-Iog‘5x2—6x+5‘+2'5'(_3)_(_6)'2-arctgg—'ix—:g +
5x“—-6x+5 25 5..64 J64
:-l-bg‘SXZ—6x+5y+:§9i}§~annglox_6 + k=
5 40
:-lwogﬁx2—6x+ﬂ—1§~mtmlox_6 + k =
5 40 8
= i-Iog‘5x2—6x+5‘—-—g—-arcthX_3 + k.
5 20
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