Esercizi di Riepilogo

1
_[ > > dx Moltiplicando e dividendo per x +4x2+a® siha:
VXS +a

x+vx®+a® X 4
_ J‘ J’ VX2 +a? g J'\/x2+a2 dx =
(x+\/x +a ) x/x2+a +4x% +a? X +4/x% +a?

I 2 X +a’ dx Essendo la funzione del Numeratore la derivata della funzione del

\/X +a

|
denominatore, si pud applicare la regola: I%dx = log]f (x )+ ¢

+C

Pertanto si ha: log ‘X+ x? +a?

— 1 2X
= Earcsene +C

2 J‘de J'
A1 —e?x \/72x

3x? +4x 5 3
3. _[ dx Trasformando 5\/ in X5 si ha: dex =
X5
3 3 3 7 2 3

ijz_gdx +4I xl_gdx —5Ix_§dx = ijgdx +4I x5 dx —SIx_gdx =
12 7

2
3-ix5+4-§x5_5.ixs — ESIXlz +§§/X_7_2_5§/X—2

12 7 2

ixzs x-%/x2 - 255/_ 5{/—[ X2 + 2—5}

7 2

1
4. IZ— dx La funzione x® +4x+5 =1+ (x +2) . Pertanto si ha:
X" +4X+5

1

I1+(x+2)2

dx = arctg (x+2)+c
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1
5 _[ 5 dX  Risolvendo 6x2+x-1=0 siha: A=’ -—4ac=12-4.6-(-1) = 25
6X° +x-1
1
L _-bxya _ 5:ya9 _ -1x5 _ 4773
Y27 2a 2.3 12 1
XZ_E

Applicando la formula si ottiene:
= i-[Iog (x —x,)-log (x—xl)] ko= 1 log (X—EJ—Iog (x+£) + k =
Ja /25 3 2

- 2 [s-2Jri (2] +

1
6. _[ dX  Risolvendo 2x2 -5x+3=0 siha: A = b?-4ac=(-5)2-4.2.3 = 1.
2x? —-5X +3 (=2)
X, =1
X, = “biya - BVl o 5#1 3 Applicando la formula si ottiene:
’ 2a 22 4 X, :E

= %-[Iog (x —x,)-log (x—xl)] + k = %-{Iog (x—%)—log (x—l)} + k =

= log (x—%)—log (x-1) + k

5
dx = 5. [+
-[4X2+8X+7 > J.4x2+8x+7 px

Risolvendo 4x? +8x+7 =0 siha: A = b*-4ac=82-4.4.7=-48.

b A
L _2Va - -4 "2 -42d-3 _ -423i _ 4 28 _ +vr
27 a 4 4 4 4~ 4 -
Dacuisiha: m=-1; n =§.
1 . 1 X —
L’integrale I —————— dx applicando la formula: ——arctg + k vale pertanto:
4x% +8x +7 a-n n
1 x —(-1) V3 2X +2
= arctg + k arctg——-(x+1) + k = ~—arctg=——== + k .
B 26" s 5
2
In definitiva si ha: 5 J.Z; dx = ﬂarctg 2x+2 + k
4%% +8Xx +7 6 J3
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o J' 3x-5 dx

4%°% +8x +7
Risolvendo 4x? +8x+7 =0 siha: A = b*-4ac=82-4.4.7=-48.
b, /A
v, 2 V4 = —4x4-12 - -420-3  _ -423i -4 243 _ _1ij§-
: a 4 4 4 47 4 2

Occorre fare in modo che a numeratore compaia la derivata del denominatore:

_ IL_?J _ 3.1)(_—3dx _

dx

4x% +8x +7 4x? +8X +7
5
8| X— gx -0 gx-2 g g
_ 3 3 _ 3 3 3 3 _
-'—j—ﬁr———— X -'—j—ﬁr————dx = —“I 2 dx =
8 Y 4x° +8x+7 8 Y 4x° +8x+7 8 4X° +8x+7
64
3 BX+8- 3 8x +8 64 1 _
= e vz iav.T = _Iz—dx__ a5 WX F
8 Y 4x° +8x+7 8| 4x° +8x+7 3 Y 4xX° +8x+7
- 3 Iog‘4x2+8x+7‘—6—4- 1 arctg2X+2 +k
3 s B
L 2
- 3 Iog‘4x2+8x+7‘—6—4-£arctgﬂ +k
8 | 3 6 NEY
= g-Iog ‘4x2+8x+7‘—£arctg 2X+2 |y
8 3 J3
2x -1
0. 2L ax
X°—-5x+6
—-b+ X; =2
Risolvendo x> -5x+6 =0 siha: A="b? —4ac = 1; xlzzb;\/Z =
’ 2a X, =3
o - oo2x-1 A B [A=-3 )
La funzione integranda si puo scrivere come: —; = + ; Da cui:
X“-5x+6 x-2 x-3 B=5
2x -1 -3 5
——dx = dx + dx = -3:log x-2| + 5-log x-3| + k.
J.x2—5x+6 J.x—2 I -3 9 | | 9| |
3
10. j 3 dx
4X° +8X+7
Risolvendo 4x? +8x+7 =0 siha: A= b?—4ac= -48; xlz:_b;‘/Z = —1i§i
' a

. 1 X—m .
Utilizzando la formula: arctg + k siha:
a-n n

3 1 1 X +1
= |————dx = 3-|————dx = 3 arct + k =
I4x2+8x+7 I4x2+8x+7 A V3 J V3
2 2
- 3 arctgszr2 + k = ﬁarctg 2x +2 + k
243 NE) 2 V3
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2
X +1

11. dx
j4x2 ~8x+9

2
Calcoliamo l'integrale: j2x—+1 dx eseguendo la divisione:
4x° —-8x+9
x2 +1 | 4x*>-8x+9
9 |1
L P, G
Y e [t ax
4 4x° -8x+9 5
+2X ——
4
8x -5
1 4 1 1 8x -5
= |-dX+|—""F——dx = |—dx+—|————dx (#).
I4 I4x2—8x+9 I4 4I4x2—8x+9 )
Calcoliamo pertanto l'integrale: If)(—_s dx  Risolvendo 4x*> -8x+9=0 siha: A=-80;
4x° -8x+9
b A
5y _ 4+4-20 _ 4+2.45.i _ 1+£i
w2 4 4 T2
Facciamo comparire a numeratore la derivata del denominatore; aggiungendo e togliendo 3:
J~ 28x—5 dx = ISX;5_3+3 dx = J~ 28x—8 X+J~ ] 3 dx =
4x° -8x+9 4x° -8x+9 4x° <8x+9 4x°-8x+9
- 1
B8 gt g -
4x° -8x+9 4x° -8x+9
Il primo integrale & immediato. Il secondo si applica la formula: 1 arctgx_m + k.
a-n n
1 x-1
= logl4x* -8x+9[+3- arctg + k =
g | NG 3
4.2 N
2 2
3 2-(x~1)
= log|4x® -8x+9|+ arct + k =
d | 25 o4y, 5,
= Iog‘4x2—8x+9‘+3\/§arctg ¥_2 + k. Indefinitiva, da (#) si ha:
10 J5
- 1 2x -2
J.ldx+lj.28)(—5dx = lx+llog‘4x2—8x+9‘+—-3\/garctg X + k =
4 49 4x% -8x+9 4~ 4 4 10 J5

+ k.

= lx+£|og‘4x2 —8x+9‘+£a 2x 2
42”4 40

Matematica www.mimmocorrado.it



x* -3
12. _[— dx Eseguendo la divisione si ottiene:

x2+2x+1
x4 -3 | x?2 +2x+1
—x* —2x® —x? X% —2x+3
= —2x* =x? -3
= I(x2—2x+3)dx—fz4)(—+6 dx 2%x3  4+4x%2 +2Xx
X“+2x+1 _ >
= 3x +2x -3
—3x2 -6x -3
= -4x -6
2 4X+6 2 2X+3
= X =2X+3)dX—-|——dx = X =2X+3)dx -2| —— dx (#).
I( ) J.x2+2x+1 I( ) J.x2+2x+1 )
Calcoliamo pertanto l'integrale: IZZ)(—+3 dx Risolvendo 4x2 —8x+9=0 siha: A=0;
X“+2x+1
-b+t+VA -2+40
X1, = ERTN = 0 = -1 . Siottiene: = IZX—JrB;dX
' 2a 2-1 (x +1)
. . . 2X+3 R o , .
il polinomio ———- pu0 essere riscritto come somma di due funzioni:
(x +1)
2x+3 _ A B _ A-(x+1)+B
(x +1) (x+1)  (x+1)? (x +1)

Dacuii 2x+3=A-(x+1)+B; 2x+3=Ax+A+B;

Dovendo sussistere I'uguaglianza, deve risultare:

A=2 L L A=2
A+B=3 |2+B=3 |B=1 |B=1

2X+3 2X+3 2 1
Pertanto l'int I le: |—dx = |—— = |—d ——dx =
ertanto 'integrale vale Ix2+2x+1 X I(X+1)2 X Ix+1 X + I(X+1)2 X
_ 1 2, L (x+1)2" _
= 2'-'.)(4_1 dax + I(X+1) dx = 2|Og |X+1|+ﬁ k =
= 2:log |X +1|—L + k. Indefinitiva da (#) siha:
x+1
3
J.(xz—2x+3)dx—21‘zzx—+3dx = X——x2+3x—2-[2-log x+1] - 1 } + k =
X“+2x+1 3 X+1

3

= X _x213x-4.log |x+1|+i + k.
3 X+1
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x3 +1
13. j dx Eseguendo la divisione si ottiene:

X2 +7x+12
x® +1 | x®2+7x+12
—x3 —7x%> -12x X =7
2
= J.(X—7)dX+J.S7X—+85dX —7X 12x +1
XS +7x+12 +7x%2 +49x +84
+37x +85
Calcoliamo pertanto l'integrale: J.f7x—+85
X“+7x+12
: : ~7+49-48 -7+1 [ =-4
Risolvendo x? +7x+12 =0 siha: X, = f+v49-48 _ =(
’ 2 2 X, =-3
. . : 37x+85 R o : g
il polinomio —————— puo essere riscritto come somma di due funzioni:
X“+7x+12
37x+85 _ A B A (x+4)+B-(x+3) Ax+4A+Bx+3B (A+B) x+4A+3B
x> +7x+12  (x+3) (x+4) (x+3)-(x+4) (x +3):(x+4) (x+3)-(x+4)

Da cui: 37x+85=(A+B)-x+4A+3B. Dovendo sussistere fuguaglianza, deve risultare:

A+B =37 B=37-A - - B = +63
AA+3B=85 |4A+3-(37-A)=85 |4A+111-3A=85 |A=85-111 |A=-26

Pertanto l'integrale vale:

J'—237X+85 dx =I_26 dx+I 03 _ i =-26 - log|x + 3| +63 - log|x + 4| + k
X2 +7x+12 X+3 X+4
In definitiva:

x3 +1 37X +85 x?
Jm dx —I(X—?)dx+jm dx = 7—7X—26-|Og|X+3|+63-|Og|X+4| + k
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3x-2
dx
14. I —2x+2

Risolvendo x* =2x+2 =0 siha: X, =1+41-2 =1++-1; A4<0.

3x -2 o . A-(2x-2)+8B
—————— occorre riscriverlo nella forma: >
X°—2X+2 X°—=2X+2

Il polinomio

(dove 2x -2 rappresenta la derivata del denominatore).

3x-2  A-(2x-2)+B

Pertanto si ha: 5 = 2
X°—2X+2 X®—2X+2

Dacui: 3x-2=A-(2x-2)+B; 3x-2=2Ax-2A+B

Dovendo sussistere I'uguaglianza, deve risultare:

2A=3 Azg — - A= %
-2A+B=-2 —2-§+B=—2 B=-2+3
- 2 B=1
2
S .(2x-4)+1
Pertanto: j£ ZJ'ZZ— =_I 2x-4 x+J.2;dx
X°—2X+2 XS —2X+2 X2 -2x+2 X5 —=2X +2

Il primo integrale € immediato (essendo il numeratore la derivata del denominatore).

Il secondo invece rientra in uno dei casi precedentemente studiati. Infatti I'integrale pud essere calcolato
scomponendo la funzione integranda nel seguente modo:

x?-2x+2 = (x2 —2X +1)+1 = 1+(x-1f. Pertanto si ha:

J.Z;dx = Iﬁdx = arctg (x -1)+c

X2 —2x+2 x -1y
In definitiva:
- 2x -4
jfx_zdx =§-I2X—d><+f2;dx _
XS —2X+2 2 I XT=-2Xx+2 XS —=2X+2

= %-Iog ‘x2—2x+2‘ +arctg (x=1) + k .
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2x% —5x* —x +16
15. j dx Eseguendo la divisione si ottiene:
—-4X+5
2x3  —5x?  —x  +16 | x2—4x+5
—_2x3 4+8x? -10x 2X+3
= J.(2x+3)dx+J.—2XJrl dx +3x*  -lix  +16
X —4x+5 -3x%? +12x -15
X +1

Calcoliamo pertanto l'integrale: I o x+l dx

X2 —4x +5

Risolvendo x* —=4x +5=0 siha: X, =2+vy4-5=2++4/-1; A<0.

o . A-(2x-4)+8B
5 occorre riscriverlo nella forma:

Il polinomio >
X —4x+5 X°—4x+5

(dove 2x —4 rappresenta la derivata del denominatore).

x+1 _ A-(2x-4)+B

Pertanto si ha: 3 >
X —4x+5 X —4x+5

Dacui: x+1=A-(2x-4)+B; x+1=2Ax-4A+B.

Dovendo sussistere I'uguaglianza, deve risultare:

2A=l A:% - _ Azé
-4A+B=1 —4-l+B=1 B=1+2
- 2 B=3
1
44@x—4p3
Pertanto: J.X—Jrldx =I 5 =—I 2x-4 x+3-I2—dx
X —4x+5 X* —4x+5 X2 —4x +5 X°—4x+5

Il primo integrale € immediato (essendo il numeratore la derivata del denominatore).

Il secondo invece rientra in uno dei casi precedentemente studiati. Infatti I'integrale pud essere calcolato
scomponendo la funzione integranda nel seguente modo:

x> —4x+5 = (x2 —4x+4)+1 =1+(x=2F. Pertanto siha:

1 1
——dx = |————dx = arct X—2 C
| x Il+( g (x-2)+

x* —4x +5 x-2f
In definitiva:
2x%® -5x% ~x +16 X +1
I C /% dx =I(2x+3)dx+j—x2_4x+5 dx =
2x -4
I(2X+3)OIX+_IX “ax+5 ° 3I Taxas T

S x2+3x+%-log ‘x2—4x+5‘ +3-arctg (x-2) + k.

Matematica www.mimmocorrado.it 8



6x —9x?
x2 +1 | —9x% +6x
2 1
gx+1 -t +§X + 9
= I—l dx+ [—3 - dx
2 2
9 - 9X° +6X +=x +1
3
gx+1
Calcoliamo pertanto l'integrale: I —2 —dx
—-9x? +6X
Risolvendo —9x? +6x =0 siha: x-(-9x+6)=0.
gx+1
il polinomio 32— puo essere riscritto come somma di due funzioni:
—-9X° +6Xx
2 1
3" A, B _-9AX+6A+Bx _(-9A+B)-x+6A
~9x?+6x X -9x+6 X-(-9x +6) X-(-9x +6)

Da cui: %x +1=(-9A+B)-x+6A. Dovendo sussistere 'uguaglianza, deve risultare:

1 2 13
_oa+B=2 |7¥*B=3 |_3,g_-2 |g_-243 |g_4+9B="F
1 2 3 3 2 6 1
6A=1 A:— — — — A=—
6 6
Pertanto l'integrale vale:
1 13
3 g[S axs[-—b_ax 1 Ll gl B
~9x% 46X Ix I 9X +6 I I 3- (3x 2) I st 2
11 13 1
==—|=—dx-—-= dx——Io x——Io 3x-2| + k
67 x 18 3I3x 2 g|| g| |
In definitiva:
gx+1
IX—Jrlde = I—ldx+ —3 __dx - —lx+llog|x|—Elog|3x—2| + k.
6X —9x 9 —-9X° +6x 9 6 54
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x> +3x2
17 _[— dx Eseguendo la divisione si ottiene:

x? +1
x5 +3x2 x? +1
- x5 —x3 x> —x+3
. «+3 -x®  +3x°
I(X —x+3)dx—J.X2 1 dx +x3 + X
+3x?  +X
—3x2 +3
+X  +3
4 2
[l primo integrale € immediato: I(x3 —x+3)dx = XT—X?+3X + k

Il secondo integrale si decompone in:

3 3 1 2 1
I>1(2++1 dx = Ix2X+1 e+ [ g o =?Ix211 e 3 o dx =

= %-Iog‘x2 +1‘+3-arctg X + Kk

In definitiva:

~l‘%dx = J.(x3—x+3)dx—J.;(2++3l dx = XT4—X72+3X+%-I09‘XZ +1‘+3-arctgx + K
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* cosx
5, [—222% ax
O1+senx

Determiniamo innanzitutto I'integrale indefinito: j& dx

1+sen?x

|
applicando la regola di integrazione: J'lfﬁ dx =arctg f(x) + k.

+[fCF

COS X
Sih ————— dx =arct k
i ha: j1+sen — dx =arc g(senx) +
E quindi: ILXZ dx = [arctg(senx)]; = [arctg(senx)- arctg(sen0)] = [arctg O —arctg 0] = O
o 1+senx

1

19, I(— X +3)-e7* dx
0
Determiniamo innanzitutto I'integrale indefinito: I(— X +3)-e ¥dx

applicando la regola di integrazione per parti: [f'(x)-g (x) dx = f (x)-g (x)-[f (x)-g'(x) dx.

si ha:

fl — —-X H t f —
Considerando { (x)=e fattore differenziale — { (x)=-e

g (x)=(-x+3) fattore finito g'(x)=-1

~[(—x+3)-e‘xdx = —(x—3)-(—e'x)—j(—l)-(—e‘x)dx = (x-3) Ie dx =

= (x-3)-e*+e* + k = x-e*+3-e*+e* + k = (x-2)-e* + k

E quindi: j.(—x+3)-e‘X dx = [(x—z)-e'x]é = [(1—2)-e'1—(0—2)-e'°] = [—e'1+2-1] = 2—% :

log 2x
X

20. dx

N | Py N | D

log 2x dx

Determiniamo innanzitutto I'integrale indefinito: j

Applicando la regola di integrazione: j [F(x)]"-f'(x) olx:il-f(x)“l + k  siha
n+

log 2x 1 + 1
j gx dx j[logZx]l-; dx = o1 [Iog|2x|]11 EIogz|2x| + k

e
— e
2 —
e 1 2 1 1 1 1 1
E quindi: dx =|=log?|2x|]|” =|=log%e-=log?1| ==log%e ==-1 =—.
a ! {2 o’ @1 {2 ge-3'd 2 9 2 2
= 2
2
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1

arctg x
S e L

2
O1+x

arctg x
1+ x?

Determiniamo innanzitutto I'integrale indefinito: I dx

Applicando la regola di integrazione: J.[f(x)]n f'(x) dx = Ll-f(x)n+l + k si ha:
n+

arctg x 1 1 1 141 1 2
dx = ||arctg x| - dx = arct X + k = Zarctg°x + k
I1+x2 -” g x] 1+x2 1+1 g 2 g

1 1

2 2
E quindi: jarctg X dx = iarctgzx = larctgzl—larctgzo S ) R
o 1+x? 2 o L2 2 2 (4

Matematica www.mimmocorrado.it

12



