LIMITE FINITO PER UNA FU

NZIONE IN UN PUNTO

Limite finito per una funzione in un punto

Siaf(x) una funzione reale definita nello insierbe

e c un punto di accumulazione pBr.
Si dice che la funzioné(x) ha per limite il numero

realeL, al tendere dx al numero real& , e si scrive:

lim f(x)=L

X-C

guando, in corrispondenza ad un qualsiasi int()rn[)"'e
completol di L, scelto piccolo a piacere, € sempre |

possibile determinare un intorno completd del
punto c, tale che per tutti i puntk del dominioD
della funzione ed appartenenti a tale intorhb,

escluso al piu il punte (dove la funzione puo non

essere definita), i corrispondenti valok(x) della
funzione cadono nell'intornbdi L .

In simboli :

Oe>0 3>0 tc. OxOD N(c-8,c+5)

e x#c si hache [f(x)-L|<e

y/\

Limite sinistro

Si dice che la funzion&(x) ha per limite il numero
realeL, al tendere dx al numero reale da sinistra,
e si scrive:

lim f(x)=L

X>C

guando, in corrispondenza ad un qualsiasi intorno | +& f-——---—-------
completol di L, scelto piccolo a piacere, € sempre

possibile determinare un intorno sinistdodel punto
c, tale che per tutti i puntk del dominioD della
funzione ed appartenenti a tale intondo escluso a

piu il punto ¢ (dove la funzione pud non essere

In simboli :
Oe>0 135>0 t.c. OxOD N(c-d.c)

e x#c si hache [f(x)-L|<e

y/\ /

definita), i corrispondenti valorf(x) della funzione
cadono nell'intornd di L.

O ~—---- - %1
XV

Limite destro

Si dice che la funzion&x) ha per limite il numero
realeL, al tendere dx al numero reale da destra,
e si scrive:

lim f(x)=L

+
X-C

guando, in corrispondenza ad un qualsiasi intgrno
completol di L, scelto piccolo a piacere, € sempre

possibile determinare un intorno desttalel puntoc,
tale che per tutti i puntx del dominio D della
funzione ed appartenenti a tale intondp escluso a

piu il punto ¢ (dove la funzione pud non essere /

In simboli :
Oe>0 >0 t.c. OxOD N(c, c+5)

e x#c si hache [f(x)-L|<e

definita), i corrispondenti valorf(x) della funzione
cadono nell'intornd di L.

(@]
(@]
I
o
X\
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LIMITE INFINITO PER UNA FUNZIONE IN UN PUNTO

Limite infinito per una funzione in un punto

Siaf(x) una funzione reale definita nell'insier@g e ¢ un punto di accumulazione der
Si dice che la funzion&(x) ha per limite I'infinito o, al tendere dk al numero reale, e si scrive :

lim f(x) =00

X-C
guando, in corrispondenza ad un qualsiasi intowrapteto di infinitol = (-0, -M) U (M, +), con
M >0 scelto grande a piacere, € sempre possibile digi@menun intorno completdl del puntoc, tale
che per tutti i puntk del dominioD della funzione ed appartenenti a tale intokhoescluso al piurJ
puntoc (dove la funzione pud non essere definita), iispandenti valorif(x) della funzione cado
nell'intornol di infinito.

Insimboli: OM>0 [5>0 tc. OxOD N(c-6,c+8) e x#c si ha che [f(x)>M

y/\ ‘
f ()
M X
c+d \
c3C 7 ?
/ X
N N |
| |
lim f(x)=+c0 lim f(x)=-c lim f(x)=-c0 lim f(x)=+c0
X>C X —C X>C xct
Altri sottocasi
lim f(x) =+ lim f(x)=-o0
X-C X ->C
y/\ ‘ y \
§ |
/ C N \ c-3 c+d N
/ cC-d C+0 4 C ’
X X
v |
| |

OM>0 [5>0 tc OxOD N(c-d,c+5) OM>0 [5>0 tc. OxOD N(c-8,c+06)
e xXx#c si ha che f(x)>M e X#c si ha che f(x)<-M
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LIMITE FINITO PER UNA FUNZIONE ALL'INFINITO

Limite finito per una funzione all’infinito

Siaf(x) una funzione reale definita nell'insieme D .

Si dice che la funzion&(x) ha per limite il numero reale, al tendere di x all’infinitaeo, e si scrive :

lim f(x)=L

X — 00

guando, in corrispondenza ad un qualsiasi intoompdetol di L , scelto piccolo a piacere,
sempre possibile determinare un intorno completofaito H = (-0, =N) U (N, +), tale che per
tutti i puntix del dominioD della funzione ed appartenenti all'intorno di mfo H , i corrispondenti
valori f(x) della funzione cadono nell’intorriadi L.

In simboli: Oe>0 ON>0 tc. OxOD e [x>N si ha che [f(x)-1|<e

Ty y
|46 f (x) |+
e | T I-€
. x> . >
-N N X N X
lim f(x)=L" lim f(x)=L" lim f(x)=L" lim f(x)=L"
X - —00 X - +00 X - —00 X - +00

Altri sottocasi

lim f(x)=L"

X = 00

Insimboli: Je>0 ON>0 tc. OxOD e |x|>N si ha che f(x)O(,I +¢)

lim f(x)=L" _”'r/ **************
\j.\ - // .

In simboli: Je>0 ON>0 tcc. OxOD e |x >N si ha che f(x)0( -¢,1)
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LIMITE INFINITO PER UNA FUNZIONE ALL'INFINITO

Limite infinito per una funzione all’infinito

Siaf(x) una funzione reale definita nell'insierde.

Si dice che la funzion&(x) ha per limite I'infinito o, al tendere dx all'infinito oo, e si scrive :

lim f(x)=o

X - 00

guando, in corrispondenza ad un qualsiasi intoorapteto di infinitol = (—co, =M) U (M, +e0), con
M>0 scelto grande a piacere, € sempre possibiegrdetare un intorno completo di infinito
H=(-o, —-N) U (N,+0) , tale che per tutti i puntk del dominioD della funzione ed appartene
all'intorno di infinito H , i corrispondenti valorf (x) della funzione cadono nell'intordadi infinito .

nti

Insimboli: OM>0 ON>0 tc. OxOD e [x/>N si ha che [f(x)>M

y y
f)}1-
M M
X -N X\ N \
T / /
/ N " "
M -M
f(x)

lim f(x)=-c lim f(x) = +oo lim f(x) = +oo

X - +00 X - —00

X — +oo

lim f(x)=-oo

Altri sottocasi

lim f(x)=-o lim f(x)=+c0
X — X — 00
y
-N N \ y
7
X
M
-M %

-N

N

xX

[OM >0 CN>0 t.c. OxD e
X|>N si ha che f(x)<-M

OM >0 LCN>0 t.c. IxOD e
x| >N si ha che f(x)>M
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TEOREMI SUI LIMITI

Teorema dell’unicita del limite

(Se esiste il lim f(x)=Lj = (il limite L & unico)

X->C

Dimostrazione

Supponiamo per assurdo cheém f(x)=L e lim f(x)=M con L<M
X > C X—-C

allora, per la definizione di limité] € > 0 esistono due intornj; e Ho, di c tale che:
[Ox OOHq, escluso al piu puntoc,sihaL-e<f(x)<L+e e
[Ox OHq, escluso al piu puntoc, sihaM —e <f(x)<M +¢

Nell'intorno H; M H, le relazioni suddette valgono simultaneamente —— Ha
Avendo suppostt. <M si ha: N T S C
L-e<m-eg<f(x)<L+e<m+e dacuisiha: <

L~ |
m-e<f(x)<L+e; m-e<L+¢; H
m-L<2le: cioe e>m_L

E questa condizione sticontraddice la definizione di limite, secondo ialg € deve poter essere un
numero positivo qualunque . E quindi assurdo sugpre la funzione abbia m due limiti diversi.
Similmente si dimostrano gli altri casi (limite inito, limite per x tendente all'infinito).

Teorema della permanenza del segno

Esiste un intorno | del punto c, tale che
(Se esiste il lim f(x)=L¢Oj — Ox Ol e x#c lafunzione assume valori
X=¢ dello stesso segno del suo limite.

Teorema del confronto o dei due carabinieri

Sef (x), h(x) e g(x)sondre funzioni

definitenello stessantervallo(a, b), g (X)\
esclusal piuun puntocdi essce se fim h(=! | 2
isultalx O(a,b)che: R N

risultaOx O(a,b)che: :(x_.c )h(x)? \

f(X)<sh(X) < g(x) f (x)
limf(x) = limg(X)=1#£0
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FUNZIONI CONTINUE

Una funzionef (x), definita in[a, b], e continua nel puntoc D[a, b] se risulta chelim f(x) =f(c)

X - C
Una funzionef (x) econtinua a destradel puntoc se risulta che lim f(x)=f(c)
+
X—->C
Una funzionef (x) écontinua a sinistradel puntoc se risulta che lim f(x)=f(c)
X—C

Una funzionef(x) econtinua nell'intervallo [a, b] se essa € continua in ogni pumtal [a, b].

Teorema 1
Sef(x) e g(x) sono due funzioni continue in un puntq allora sono continue nel punto anche le
funzioni f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)lg(x), f(x)+g(x), f((x))

g(x

Teorema 2

Seg(x) e continua nel puntay e f(z) € continua nel puntag =g(Xg ), allora la funzione composta
f (g (Xp )) e continua nel punta .

Teorema 3

Un funzioney =f(x) continua in un intervallcﬂa, b] nel quale e crescente (lecrescen)e definisce una
funzione inversax =g(y) che e continua e crescentedecrescenjenell’intervallo [m, M], dovem e
M sono rispettivamente il minimo ed il massimo dejla= f(x) in [a, b].

Teorema di Weierstrass

assoluto e il minimo assoluto

Se f(x) e continua in — f (x) assume in [a,b] il massimo
un intervallo chiuso [a,b]

Teorema di Darboux-Bolzano

Se f (x) € continua in un
fra il suo minimo e il suo massimo assoluto

— f(x) assume in [a,b] ogni valore compreso
intervallo chiuso [a,b]

e f (@)} mmmmmmo oo

| / u b
| f(b)|-

a X b

fo [

min |--

Teorema dell’esistenza degli zeri

Se f (x) e continua in un intervallo chiuso
[a,b] , e se agli estremi dell'intervallo — (

assume valori di segno opposto

f (x) si annulla in almeno un punto
interno all' intervallo [a,b]
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LA CONTINUITA’ DELLE FUNZIONI ELEMENTARI

La conoscenza della continuita di una funziéfe) in un puntoc, € un’informazione molto importante
per il calcolo del suo limite. Infatti, in questaso, non solo esiste lilm f(x), ma il valore di tale limite
coincide conf(c). Pertanto il calcolo del limite si riduce al cdtzdel valoref(c).

Di seguito sono elencate le principali funzioni tone:

La funzionerazionale intera y =ay +a;X +apx2 +...+ap_1x" L +a,x" & continuallx OR.

La funzionerazionale frattay = % & continua nell'insiemiex R / D(x) # 0}.
X

La funzioneirrazionale di indice dispariy = #P2/f(x) & continuadx OR .

La funzioneirrazionale di indice pariy = paW & continua nell'insiemé x OR / f(x) = 0}.
La funzione logaritmicay =log, f(x) € continua neII’insiem{: xOR/ f(x) > O}.

La funzioneesponenzialey = a') & continualx OR.

La funzioneesponenzialey = f(x)g(x) & continua nell'insiemé x OR / f(x) >0} .

Le funzionigoniometriche y =sen f(x) ey =cos f(x) sono continueélx R .

La funzionegoniometricay =tg f(x) e continua neII’insiem({x OR/f(x)# % + kn}
La funzionegoniometricay =cotg f(x) é continua neII’insiem{:x OR/f(x)# kn}

La funzionegoniometricay = arcsen f(x) e continua neII’insiem{:x OR/-1<f(x)< 1} .

La funzionegoniometricay =ar cos f(x) e continua neII’insiem{:x OR/-1<f(x)< 1} .

Le funzionigoniometriche y = arctg f(x) ey =arccotg f(x) sono continuélx R .

PUNTI DI DISCONTINUITA’ PER UNA FUNZIONE

| punti di discontinuita di una funzione si dividom tre specie :

1 specie: la funzionef(x) ha nel puntoc una discontinuita diflspecie, se in tale punto esistono finiti
destro e sinistro e sono fra loro diversi.

I1 # specie :la funzionef(x) ha nel puntoc una discontinuita di tispecie, se in tale punto uno almeno
dei due limiti destro e sinistro € infinito oppuren esiste.

Il 2 specie :la funzionef(x) ha nel puntoc una discontinuita di Ifispecie (o eliminabile), se in tale
punto esiste finito il limite, ma il valore d{c) o non esiste, oppure esiste ma risulta diversardaé.
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Esempio 1 2
|
: _Jx=-2 se x=21 . . |
Lafunzmnef(x)-{ x+1 se x<1 e continuallx #1. :
In x =1 la funzione ha una discontinuita 8ispecie. :
Infatti lim f(x) = lim(x-2) = -1  mentre !
X—v1+ X—>l+ A
lim f(x) = lim(x+1) = 2. /] R
x-1" x-1" O 1/ X
|
|
Dal grafico si nota il salto che la funzione haxir1. :
|
|
Esempio 2 A
La funzionef(x) =tg x e continualx # % +KrT.
In x = % +krmr la funzione ha una discontinuita di $pecie.
Infatti lim tg X = —oo e lim tg X =+, R
mt T T v
X o — X - — —
2
Esempio 3

sen X

La funzionef(x) = e continualx #0.

In x =0 la funzione ha una discontinuita diflipecie.

. ... senx
Infatti lim
X -0 X

Tale tipo di discontinuita e detta anatlaminabile perché ridefinendo la funzione nel seguente modo:

=1  mentref(0) non esiste, poiché il dominio t{x) & R —{0}.

1 se x=0
f(x)= la funzione diventa continua in tutl® .
sen x se x#z0
X
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Somma e prodotto

ALGEBRA DEI LIMITI

n +oo= +oeo n —oo= -0 +00+00=+00 —00 —00 = —00 Nne o0=00 00 ® 00 =00
Quoziente
9:0 2:0 ﬂ:o ﬂ:oo 2:00 2:00
n ) ) 0 0 n

Potenza

o0"*0 =0 n® =1 (0<n<1)™ =+oo +0 @ =0"

On<0 = +o0 (n >:|_)+oo = +o0 +0o(M>0) — o

0™ =0 (n >1)—oo —o* +oo(m<0) :O+

07" =+ (0<n<1)™=0" +00"® = +oo

(_oo)(pari >0) — 4oo (_oo)(pari<0) -0t
(_w)(dlspar|>0) - —oo (_oo)(dlspar|<0) -0
Forme indeterminate
0 00
+tw-0=? | —wt+tw=?| 0sw=? |[—=?| —=? | 00=9 | 00 =2 1% =9
0 ()
Limiti fondamentali
X
lim 2€NX = lim (1+3j —e
X -0 X X — 0 X
Limiti derivati dai limiti fondamentali
"ml-cczsxzi Iim1-cosx=0 lim tgx _
X -0 X 2 X-0 X x>0 X
1
lim (L+x)x =e jim 129e(d T X) _y jim 129s(1+X) _ 1
X0 X0 X X0 X log, b
X X _ a _
lim &L =log, a lim &1 =1 jim LX) -1
x-0 X x-0 X x-0 X
a

jim 129X g lim =_=0 jim 129X g
X — +oo X x_>+ooa X — +oo a

Iim+ x?dogx =0 (a>0)

X -0

lim sen x = non esiste

X — +oo
sen X
X

lim =0

X — 00

Matematica

lim [f(x)P™ = lim elsmer(x)]
X — +0o X — 400

lim cos X = non esiste

X — +oo
. COS X
lim

X - 00 X

=0
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Dimostrazioni
. 1-cos®x —

. 1-cosx _(0O 1-cos X 1-cos X 1+cos X
I|m—2: —=? Iimi2 = lim > D1 = |lim—-————
x-0 X 0 x-0 X x-0 x2  1+cO0s X x-0 x2 [{L + cosx)
2 2
_ sen®x _ . (senx 1 _ 1 1
= lim = lim O = 10— = —=
X0 x2 [(1+cosx) x-0{ X 1+ cosx 1+1 2
. 1-cosx _ (0 1-cos X 1-cos X 1+cos X
im—=|=-=?]. lim———— = lim El
X -0 X 0 X -0 X X -0 X 1+cos x
_ .. 1-cos®x _ . sen®x _ . _senx 1 _ _
= lim— = lim—— = Im GenxG——— = 1E(DE}17 = 0.
x-0 X [{L + cosx) x-0 x [l + cosx) x-0 X 1 +COSx 2
sen x
. tgx 0 . tg X . senx senx _ 1
lim 393X = (2=9], lim 39X = |imCosxX = |y = lim —
x-0 X 0 x-0 X x-0 X x-0CO0S X X x-0 X COS X
= 1511 = 1
1
. 1 w 1
lim (1+X)x =tl =7) Sipone x == percui (x - 0) « (t » ), sostituendo:
X -0

1 t
= |m(l+1) = e.
A
1

lim (L + x)x
fimy (L)< =i
. log.(1+x) 0 log, (1+x) 1 X
lim —&— 2 =| = =721, 09127 X%) = i = + = i +x)X =
am » 0 )|(IEI’(I) < )|(IEI’(I) XDoge(l X) ilT)Ioge(l X)
= log,e = 1.
. log,(1+x) (0 log, (1 + x) 1 :
I|mb— =|=-=721. I gbi = i - = | X =
am - 0 )!lm) « J('E% XIZI]ogb(1+x) )I(lirg)logb(1+x)
log,e = 1
Iv log, b’
. a*-1 (0
lim =(—:?j. Sipone a* -1 =t dacuisiottiene a* =1+t ;
x-0 X 0
ricavando poi x :|oga(1+t):w percui (x - 0) - (t - 0), sostituendo:
log, a
IimE = lim t = lim log aBti = lim log. a 1 = log a[l = log,. a
x-0 X ‘0log @L+t)  t-0 ¢ log,@L+t) 6 9 ioge(1+ti M| ¢
log, a t
. eX-1 0 eX* -1
lim === Per il limite precedente [im =log,e = 1.
x-0 X 0 x-0 X €

www.mimmocorrado.it

Matematica



Limiti delle funzioni razionali

Limiti delle funzioni razionali intere

Il calcolo del limite di una funzione razionaleéraf(x)=a, +a,x +a,x* +...+a,,x" " +a x" &
effettuato nel seguente modo:

A. Sex - c il limite & dato dal valore della funziorié¢x) perx =c, cioé: )I(im f(x)="f(c);
~C

B. Sex - oo il calcolo del limite, nel caso in cui si presel@dorma indeterminata o — 0,
effettuato raccogliendo a fattor comune la varahkil (x di grado max ).

lim (ao +ay X +a,x? +...+an_1x“'1+anx“) = gim x"J2+ A 4 11, | = lim oa, X
X — *00 X — %00 Xn Xn_l X X — Foo

. a . a . a. a,_
(essendolim =% = [|im —2- = lim —2- = ...= |lim 2L =0).

X — 00 ¥ xatooxn_l xﬂ-i_-ooxﬂ_2 Xt X

Il valore del limite dipende esclusivamente dalrtere di grado massimo:
lim (ao +ay X +a,x* +...+a,_x"* +anx“) = lim a,x"

X — oo X — *oo

Esempi
lim (2 +3x% -4x3) = 2+30?-40° = 2.
X -0
jim (2 +3x% -4x%) = 2+32?-42° = -18
X2
lim (2+3x2-4x%) = jim x® 2+‘°’—4] =[- -]+ [~ (0+0-4)] = +eo.
X — —00 X — —00 X3 X
Pill velocemente si ha: |im (2+3x2 —4x3) = |lim —-4x3 = +o.
X — —o0 X - —00

Limiti delle funzioni razionali fratte

a, +a X +a,x? +...+a,x"
2

by + by x +b, X" +...+byXx

Il calcolo del limite di una funzione razionaletteaf (x) = e effettuato nel

seguente modo:

2 n
ax+ax +..+a x
A. Sex - c, il calcolo del limite lim o T3y 2 n

da zero) e effettuato distinguendo i seguentl sadb

(conc valore finito e diverso

1. Se D(c)#0 allora I|m NG _ N(C).
D(x)  D(c)
_ N _
2.Se D(c)=0 e N(c)20 allora I|m
X-cD(X)
3.Se D(c)=0 e N(c)=0 allora lim NG si presenta nella forma indetermingta
X ¢ D(x) 0

Per eliminare I'indeterminazione occorre scompaoweeratore e denominatore raccogliendo il
fattor comune(x - c).
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Esempi

im 278X*7X%  a-zra)+7afp | 12

x--1 5x* -8x3 50{-1)* -8 {-1)° 13
jim X3 o 3i)r3 _ 0
X--15x" -8X 50(-1)* -8 {-1)° 13

4 3
im 22X =8x" _ s5d-1)'-80-1)f _ 13 _
X--1 3x+3 30-1)+3 -0

_2x3-x2-Tx+2 o : 0
lim 2 Il limite si presenta nella forma indeterminata — . Occorre scomporre humeratore
X-2 2x°-5x+2 0

e denominatore raccogliendo il fattor comune (x - 2). Per fare cio si utilizza Ruffini.

2 -1 -7|2 2 5|2
2 4 6 | -2 2 4| -2
2 3 -1|-= 2 -1|-=
i 2C = -Tx+2 o (x-2)dpx? +3x-1) U o 2xP+3x-1 _ 222+312-1 _ 13
x-2 2x%-5x+2 x-2  (x-2)ff2x -1) x-2  2x-1 22 -1 3
. . N(X) R . .. 0
B. se x - 0, il calcolo del limite )I(lmom puo presentare la forma di |ndeC|S|0HOe.
-0 D(x
L’indeterminazione é eliminata dividendo numera®menominatore per ¥adi grado minimo.
Il limite dipende esclusivamente dai termini didpaninimoa,x® e b, x'
_ 0 se s>t
_ax®+ag X+ +a  x"T+ax" . ax®
lim n = = 5 =lim - =4 se s <t
x=0 P x"+b_x . +by  XTT +byx x-0 b, x a
=2 ses=t
by
s = esponente min della a numeratore
t = esponente min della a denominatore
Esempi
2 -3x+7x? -
IImﬁ - 27040 _ Il limite & immediato
X-0 5x" -8x 0-0
_3-2Xx+7x? -
I|m4— - 3-0+0 _ —i. Il limite & immediato
X-0 5x*-8 0-8 8
_ 3x-2x? -
lim 22 ~¢%  _ 0-0 _ ¢ Il limite & immediato

X-0 2Xx-5 0-5
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—=? Dividendo per x? (x di grado minimo) si ha:

3x° -x* +17x? _(O j

X-0 2x*+23x3 0
3x° -x*+17x* _ . 3xP-xP+17 - (0-0+17) _
-0 2x* +23x%8 X-0 2x2 +23x - (0+0)
| " 3x®-x*t 17X 17x? _ .17 _ 17 _
n modo piu veloce |im = |lim = lm— = —— = o0,
x-0 2x*+23x3 X-023x3 X-023X -0

2x° -x*+17x® (0 . _ o
Im 3 =|==? Dividendo per X ( x di grado minimo) si ha:
X-0  2X+23Xx 0

2x% = x* +17x% . 2x*-x®+17x® _0-0+0 _
im = lim = = 0.
X-0  2x+23x° X-0  2+23x? 2+0

5 _ 4 3 3 2
In modo piu veloce |im 2X7 =X +17X7 lim rx lim 17x” .0 _ 0.
X-0  2x+23x° X-0 2X X-0 2 2

_2x°=-x*+7x® (0 N s o
lim 7 3 =|==7 Dividendo per x* ( x di grado minimo) si ha:
X-0 2x" -8x 0

2x° -x*+7x® _ . 2x*-x+7 _ 0-0+7 _ _7
im = | = ——
-0 2x* -8x3 X-0 2x-8 0-8 8

5 _ 4 3 3
In modo piu veloce [im 2% X" +TX = |im X = |iml = —Z.
x-0  2x*-8x3 x-0—-8x3 x-0-8 8
. .. N(x) R . .. 00
C. Se x - o il calcolo del limite I|mOm puo presentare la forma di indecisiore.
X—» X (00]

L'indeterminazione viene eliminata raccogliendatdr comune la variabilg" a numeratore e la
variabile x? a denominatore.

Il limite dipende esclusivamente dai termini digpanassima,x" e b,x”

2 N N 0 sen<p
. ag ta X ta,X® +...+aX . agX
lim > = lim = o sen>p
x-o by + by X +b,x° +...+b,xP x~e b xP a
i sen=p
by

In particolare, s&x - +0 e n>p siha:

- a, +a,x +a,x? +..+a,x" |t sea, e b, sono concordi

2 . .
-+ by +b X +b,x° +..+bx" |- sea, e b, sono discordi
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In particolare, sx -~ —o e n>p siha:

se a, € b, sono concordi e n-p & pari
+ 00 oppure
) ] se a, € b, sono discordi e n-p e dispari
im a taxtax” +..tax’ _
X~ by +by X +b,x? + ..+ by xP

se a, € b, sono concordi e n-p e dispari
— o0 oppure
se a, € b, sono discordi e n-p e pari

Esempi
. 2-5%3 o .
im ————— = 4. Il limite & immediato
X o —o0 3
. 3 o .
lim =0 [l limite & immediato

O 3xP=x*+17x% (o N s o
lim 7 3 =|—=7 Dividendo per x> (x di grado massimo) si ha:
X 2X" +23X 00
3 1+l7
I|m3x 4X 173)( = |im X X" = M = .
Xom  2x* +23X Xow 2 23 -~ (0+0)
X x?
5 _ 4 2 5
Senza fare i calcoli invece, |im 3X X" +17x = |im3i = |im3l = 00,
Xoo  2x% +23x3 X0 2x4 X 2
38 =x* +17x*  (w
lim =|—=?
X--o  2x3-5x* %
Raccogliendo x® (x di grado massimo) al numeratore) e x* (x di grado massimo) al denominatore, si ha:
6 21 17 1 17
o3x®-xt+r7x2 E€3 < %2 3_;+x7 _ -~ (3-0+0) _
lim 3 2 = lim = lim x23—X X = (L 4e)m 2 — 2 =
X-=w  2x% -5x Xomo 4 (2 X e 2 - (0-5)
x*1=-5 —=5
X X
= (_) +00)E€_) _Sj = —O00,
5
6 _ 4 2 6 6
Senza fare i calcoli invece, |im 3X” —X +17x" lim 3X = lim 3 - — 00,
X--o  2x% -5x* X0 —5x* Xm0 =5
 5-2x?-x* (o - 7, o
lim - - —=7? Dividendo per X' ( x di grado massimo) si ha:
X-o 2X+23X 00
. 5_2_1
fim 572X o S R ~(0-0-0) _
X~o 2 +23X Xow 2 - (0+23)
— +t23
X
_oy2 _ 4 _ 4 _
Senza fare i calcoli invece, |imw = lim X = lim 1= 0.
X~ 2x+23x’ X~ 23x’ X-023x3
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Senza fare i calcoli invece,

Matematica
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Limiti delle funzioni irrazionali

Limiti delle funzioni irrazionali intere

Il calcolo del limite di una funzione irrazionalgeraf(x) = §/f(x) e effettuato nel seguente modo:

A. Sex - ¢, dovec e un punto al finito del Dominio della funzionkecalcolo del limite & dato dal
valore della funzioné(x) perx =c, cioé: )I(im f(x)="1(c).
—-C

B. Se x — %, il calcolo del limite, nel caso in cui si preseria forma indeterminaté co —oo, €
effettuato razionalizzando il termine che cread&terminazione.

Esempi

IirrL(\/x+5—§/x+4) = Ja+5-Ya+4 = Jo9-38 = 3-2 =1
X -

lim (\/X +5—\/X-5) = (+00—00 =?) razionalizzando il numeratore si ha:
X — +oo
im (x5 -Vx=5) = im [Jx+s VX‘S)E@%iﬁg
- im [Vx+5 -Vx-5)dyx+5 +x=5) _ (\/x+5)2 (x=5f _
X Yx+5 +Jx-5 M Jxe5 +x=5
_ x+5-(x-5) _ im x+5-(x-5) _ 10 _ g
T s Vx5 e xeBrdx_5 |
lim (\/ZXZ ~1-+2x? —X—l) = (too-w=?) razionalizzando il numeratore si ha:
X — 0

lim (\/2x2 ~1-+/2%2 —x—l) = lim (\/sz —1 -+/2x% - x —1)

X — 00 X — 00

E%\/2x2 “1442x% —x -1

J2x2 -1 +4/2x2 - x —1)

= lim 2x* -1~ (ZXZ_X 1) = lim X \ = (z=?j dalla padella nella brace?
X*°°(x/2x —1++v2x% -x - l) X*°°(\/2x —1+\/2x2—x—1) ®

No, basta raccogliere a fattor comune la variabile x, ricordando che /x2 = x| = +x se x20

-X se x<0
. X - X _
=~ lim = lim =
Koo 1 1 xoe \/ 1 \/ 1
2-= |+ [x22-=-= X 2-=+ [2-=-=
{\/ EE X ) \/ Eﬁ X xsz | Eﬁ x? x?
X . 1 1
lim = |im =
X e 1 1 1 X e 1 1 1) 22
+ X 2- S+ 2-"-— 2-—+ |2-—-—
= X X X X
X 1 1
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lim (\/ X% +2x + X) = (too-—w=?) razionalizzando il numeratore si ha:

X - —00
VX% +2x =X (Vx2+2x)2—x2

lim Wx2+2x +x] = lim (mﬂ)% = |im
xﬂ—oc( ) X —» -0 m—x X700 \/m_x
X2 +2x—-x? . 2X 2% 2X
Iim ——M—M—M— = im ———— = im — ~ lim =
o 32 12y —x %X 2 — x MO 2 ox T oxgh+2 -x
X X
2x - 2 -2 _ 2 _ 4
m——"~ " -f+1) -2

Limiti delle funzioni irrazionali fratte

Il calcolo del limite di una funzione irrazionalkaftaf(x) = n % e effettuato nel seguente modo:
\ D(x

A. Sex - ¢ il calcolo del limite, nel caso in cui si presefd forma mdetermlnat%, e effettuato

razionalizzando il termine che crea l'indetermiioa=.

Esempi
. Al+x% -1
Im ———— = [9 =?j Razionalizzando si ha:
X >0 X 0
Tl S A S S L S S i N =
X-0 X X-0 X V1+x2 +1 xaoxamﬂ, XﬂoxE@HXZ +1)
_ . X -0 _
= lim = =
X-0\J1+x? +1 -2
. oAX=-1-2 0
im ———— = | ==? Razionalizzando si ha:
X-5 XxX-=5 0
imYXT1-2 _ o Ax-1-2 x-1+2 L x-1-4 - i X =5 _
x-5  x-5 x-5 x-5 x-1+2 x-5(x -5)Q/x-1+2 x-5(x -5)E/x -1 +2
1 1

: 1
= lm— = ———— = —.
X-54x -1 +2 V5-1+2 4
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. L. . .. . . 0
B. Sex - o il calcolo del limite, nel caso in cui si preseid forma indeterminata-, e effettuato
(00]

raccogliendo a fattor comun€d' a numeratore & a denominatore.

Il limite dipende esclusivamente dai termini digpanassima,x" e b,x”

2 n 0 se n<p
. Q tay X +a,x” +...+a,X .
lim 5 = limk = <0 sen>p
x—=\ by +byx +b,x° +...+ b xP x-o\ b, xP
a
k| —- sen=p
bp

Esempi
im XL (fz?j
X - 400 X 00

1
Questo limite tende a zero, perché il grado del numeratore € minore del grado del denominatore (\/_ =x2).

Raccogliendo a fattor comune X =+ x? (uguaglianza valida per X — +o0)

N \F _1
oWx-1o_ — . X x) 1 1) _
lim lim = lim = lm —————% = Jim|,/=-=| = 0.
X - 400 X X o +00 X X o +oo X = 400 X X  +00 X X
Oppure

X _
<
]
8
<X
[EY
1]
X __
1
5
7\
x |36
X‘H
N—e
1]
X
<=
§3
7\
><‘><
|
x|
N
I
X
<o
§3
7\
<=
|
X‘H
N—e
1]
o
o
1]
o

ng _1) =t
X _ . X —

Jx-1 Ix -1 4fx +1 x -1
lim = l|im O—— = Iim = lim = |im =
Xt X Xoto X 4x+1 X+ X lg/x+l) X =t X ‘g/xﬂj Xt y[x +1
- -1 _ 9

— oo

2

. X< + X

jim VXX (L?j
X - +oo 2X (00]

Questo limite tende a 1 (coefficienti dei termini di grado max), perché il grado del numeratore & uguale al grado

2
del denominatore (\/X_2 :|X| ).

Raccogliendo a fattor comune X = \/X2 (uguaglianza valida per X — +00)

x? E€l+1j
o X

7

2 | 1+ xgL+t 1471 1
X+ X . . X _ . X . _
lim —— lim Iim ———= = lim ———= = lim = =
X & oo 2)( X = +oo 2)( X = 400 2)( X = 400 2)( X = +o0 2 2
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5
Questo limite tende a + o0, perché il grado del numeratore & maggiore di quello del denominatore (3\/ x> = x3 )

4 4 4
. - X - X _
S o = Jim -
Xt xS +x* +1 Xoteo | (1 1 1 Xowo 511 1
X = +—+— X RN TS
x x% x8 X x? x
2
. X _
= I|m + o0
Xoto 1] 1
J—t+—+—
X X X
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Limiti di funzioni goniometriche

Il calcolo dei limiti delle funzioni goniometrichgene effettuato utilizzando il limite fondamentale

. senx A L .

lim =1 e i limiti derivati dal limite fondamentale

X -0 X

. 1-cosx _1 . 1-cos x . tgx
lim —== im—— =0 lim =——=
X -0 X 2 X-0 X x-0 X
. senx . COS X

lim =0 lim =0

X — 0 X X > X

lim sen x = non esiste lim cos X = non esiste
X — +oo X — +00

Esempi

. sen px o

lim —DIB Il limite & della forma 9:? )

x-0 NX n 0

. sen px . sen px . sen px

lim SENPX = SENPX P oy SENPX P - P = P

x-0 nXx x-0 nXx P x-0  pXx n n n

. ax+senpx a+ o

lim PX _ P Il limite & della forma 9:? )

X0 nx n 0

. ax +sen px . (ax = sen px . (a senpx a a+

lim &XFSENPX - (8% SENPX o [ SENPX P - a P = 2¥P,
X0 nx x -0\ NX nx x-0ln pX N n n n

. 1o px N

||m£=2. Il limite & della forma 9:? .

x-0 nx n 0

.t X ot X ot X

im9P* - i OPXP - i OPXP -1 P =P,

x-0 nX x-0 nNX p x-0 pX N n n
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Limiti di funzioni esponenziali e logaritmiche

Il calcolo dei limiti delle funzioni esponenziali@garitmiche viene effettuato utilizzando il lirait
fondamentale:

. 1\ e .
lim (1 +—j =e e i limiti derivati dal limite fondamentale
X — o X
. 1 . log.(1+x . log,(1+x 1
lim (1+X)x =e ||mL:l lim gb( ) -
X0 x-0 X x-0 X log, b
. X _1 ) X _1 . 1+X a _1
lim & =log. a lim & =1 lim —( ) =a
X -0 X X >0 X X 50 X
. log x X . log x
lim g =0 lim —X=O lim g =0
X — +oo X X—>+00a X o +oo a
lim_x%Cogx =0 (a>0) lim [f()]**) = lim eloCmatC]
x-ot X - +00 X - +o0
Esempi
P
. X
lim (1 +—jx =YeP. Il limite & della forma (1°°:?)_
X -0 n

Si pone X :E e si ottiene x =N e P_P =t g[l Inoltre (x - O) - (t - oo); sostituendo:
t X

n ot n " n
t
n P
= t tn [
Iim[1+XJX = Iim(1+l)n = Iim{(1+1):| = e" = Yef.
X -0 p t-oo t t-oo t
. log.(1+nx) _n
jim 109e (LX) _ 1N Il limite & della forma O:?j.
X -0 [0),4 p 0
1
+ . —
IimM = Iimiﬂoge(1+nx) = limlog,(1+nx)™.
X -0 [0),4 x -0 PX x-0
Si pone nx -1 e si ottiene x:i e 11 1 :itztdl Inoltre (x - O) - (t - oo); sostituendo:
t nt ot Popop
nt nt
n
1 1 tl% 1\ e n
limlog.(1+nx)™ = 1 += = i = = log,e? = —
imlog,(1+m)™ = limlog,[1+7] y[rg)log{(Ht” 0.
Oppure
+ +
lim loge(1+nx) _ lim log. (1 nx)dj = Iim log.(1 nx)Eﬂ _ 1Eﬂ - n
X -0 pXx X -0 px n x-0 nx p p p
nx
. -1 _n
lim £ == Il limite & della forma[ & =7 |.
x-0 p p 0
nx _ nx _ nx _
ime—t = jim& 1 = m& i = = N
x-0 p x-0 p n x-0 . n p p p
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lo -1 1
fim 09eX — 1 _ 1 Il limite & della forma [Oz?j.
x-e X—e e
Sipone X —e =t esiottiene X =e +t, (x - e) = (t - o); e sostituendo 1 = log, e : si ha:
e+t t
log, —— Ioge(1+)
. log.(x -1 . _log.le +t)-1 . _log.le+t)-log, e . e .
I|m ge( ) = I|m ge( ) ) = I|m ge( ) ge ) = I|m e = I|m e =
X e X—-e t-o t t-o t t-o t t-o t
t t
Ioge(1+j Ioge(l+)
e SRV S G/ SPYE S
t-o t e t-o e e
e
X+1
lim 221 =2
X — 00
142
H X
x4 im_ X% X ooz L 1
lim 22x1 = 2X_>°°2x-1 = X = 22 = \/E
X — 00
Il 2 +1 00
lim Lz :(—=?j Sipone t =log, x = Inoltre (x - 0+) o (t - —)
x-0" loge x+2loggx  \ ©
2 2 1+— 1
. loggx +1 _ to+1 _ t2 -
lim >— — lim > = lim = —.
x-ot loge X +2loggx to-o t+2t to oo }_'_2 2
1
. 1 \loge x+3
lim (—j %e = (OO I?) Ricordando che [f(X)]g(X) = @909 Ty imite si riscrive:
X — +oo X
1 1 1 loge x
bge = [~loge x) T
lim elo9%ex*3 "X - |im glovex+3 = lim e '°%**3  gividendo per log, x si ha:
X — +oo X — 400 X — 400
1
14 1
lim e '%* - 1 - =,
X — +00 e
In(1+ 1 1 1
Iimu = lim =In(1+x) = lim In(1+x)X =In lim (1+x)*
x-0 X X-0X xX-0 x>0
1 1
ponendo x=-— t=— sex-0 = t->o»
t X
t
1 . In(1+x
= In lim (1+—j =Ine = 1 = Ilmg =1
t 00 t xX-0 X
eX-1_0
lim =— Sipone eX-1=t siha: eX=1+t x=In(1+t) sex-0 = t -0
x-0 X

= in(1+e)
t

[
1}
~
=
1}
~

lim ————
t-0ln(1+t) x>0 X
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Infinitesimi

Una funzionef (x) si dice uninfinitesimo perx - c, se e lim f(x)=0
X —C
(c puo essere uguale ancheda

Gli infinitesimi vengono, solitamente, indicati ctnletterea , 3, X, ecc.

| £0 a e B sonodellostessmrdine
selim? = 0 a euninfinitesimodi ordine superiorea S
B | a euninfinitesimodi ordineinferiore a g
non{ a e B nonsonoconfrontahli

Principio di sostituzione degli infinitesimi

Se il rapporto di due infinitesimi ammette un lieiguesto limite resta invariato se si sostitugascuno
di essi con un infinitesimo equivalente.

Infinitesimi equivalenti Infinitesimi equivalenti

a’-1 a sena a

(1 +a)X ka tg o a
a 2

Vi+a -1 — 1~ cosa a
n 2

In (1+a) a arcsena a
Inae? - 1 a arctg a a

Esempio

2arctg x +3sen x —4log(1 + x)

lim Il limite & della forma 0 =2 .

X -0 7X 0

. 2arctg x +3sen x —4log(1 + x) L2X+3x-4x _ .oox  _ .1 _ 1
lim Iim——— = lim— = lm= = =
X0 X X0 X x-07X x-07 7
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ASINTOTI

Una rettar € dettaasintoto della curva? se la distanza PH tra il generico
punto RJ# e la rettar tende a zero allorché il punto P si allontana
indefinitivamente sulla curvg, tendendo a un suo punto all'infinito.

Asintoti verticali

Se X”mc FO)=%01 - ( Jlaretta x=c & Asintoto Verticale )

(Se X ¢’ = laretta x =c & Asintoto Verticale a destra

Sex - Cc = laretta x =c & Asintoto Verticale a sinistra

Asintoti orizzontali

{Se lim f(x)=k (kzw)| = ( laretta y=k & Asintoto Orizzontak )

X - 00

Se X -+ = laretta y =k €& Asintoto Orizzontale a destra
Se X - -0 = laretta y =k e Asintoto Orizzontale a sinistra

Asintoti obliqui

Se lim f(x)=oo
X - 0
- f(x) _ 0 _ - _
lim —>=m#4_ = laretta y =mx +q € Asintoto Obliquo
X — 00
lim [ 0)-mx]=q#e
X — 00
Se X » +o = laretta y =mx +q € Asintoto Obliquo a destra
Se X - - = laretta y =mx +q € Asintoto Obliquo a sinistra

Osservazioni

Le funzioni algebriche razionali intere non hansmtoti di alcun genere.
Le funzioni algebriche razionali fratte hanno:
- tanti asintoti verticali quanti sono gli zeri de&drdbminatore;

- un asintoto orizzontale quando il grado del nunoeeaé minore o uguale a quello del denominatore

- un asintoto obliquo quando il grado del numerasongera di 1 quello del denominatore.

Le funzioni irrazionali il cui insieme di definizi® si estende all'infinito possono avere due asinto

obliqui e/o orizzontali (uno a destra e uno a sia)s
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DERIVATA DI UNA FUNZIONE

Tangente ad una curva

Prima di dare la definizione di derivata di unazieme, diamo la definizione di retta tangente.

Si chiamatangente ad una curva piana in un suo punto P, la posizlonie, se esiste, della retta
(secante) che unisce P con un altro punto Q qusalslalla curva, allorche si fa avvicinare Q
indefinitivamente a P.

Ricordiamo pero che la posizione limite della rest@ante PQ deve esistere (ed essere sempreda)stes
comungue Q si avvicini a P (cioe sia che Q si amviz da destra, sia che Q si avvicini a P da sais
Pertanto la tangente ad una curva, come si pudendé grafico sottostante, puo anche non esistere.

S" S
P e
QI QII

tll
Comunque si prende un punto Q' nel ramo In questo caso invece, non esiste la retta tangente
destro della curva e un punto Q" nel ramo alla curva nel punto P. Poiche facendo tendere
sinistro, e li facciamo tendere al punto P, Q' al punto P si ottiene la retta t', mentre facend
si ottiene che entrambe le rette secanti s' e tendere Q" al punto P si ottiene la retta t" .

s" tendono alla retta t che risulta essere la
la tangente alla curva nel punto P .

Definizione di derivata e suo significato geometrico

Y 4

f(x_+ h)

f(x_)

AN

(o] [e]

Data una funzione y = f (x) definita in certo domiifa, b) , per trovare la retta tangente alla aunvun
suo puntoP (x,: (X)), consideriamo un altro punto Q (% h, f (x, + h) ) della curva e facciamolo

avvicinare indefinitivamente al punto P.
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Si osserva che man mano che Q si avvicina P la pett PQ varia la sua inclinazione, fino ad assarzer
posizione limite della retta tangente t.

L 'equazione di tale retta tangente t si trovaleonota formula della geometria analitica :
y—yp=m: (X—X%) dove m e il coefficiente angolare dellaaett, cioe m = tg .
Osservando la figurdangolo a rappresenta l'inclinazione limite della retta s¢eaal tendere del punto
Q al punto Pcioé lim B=a = lim tgB=tga = lim tgB=tga

Q-P Q-P h-0
Dalla trigpnometria sappiamo poi, che in un tridongettangolo : la tangente di un angolo € uguhble a
rapporto fra il cateto opposto all'angolo e il ¢atadiacente, pertanto nel triangolo rettangolo PQT

QT _flxo+th)-f(xo)  _ m=tga =lim tgp = fim | X0 * M= &0)

PT h - h
h-0 ho0

tgB=

Pertanto il coefficiente angolare m della rettagete t alla curva y = f (x) nel puntg % dato dal limite
f(xo +h)—f (Xo)
h

m = lim
h-0

h é detto incremento della variabile indipendentd &x ) ;
f(xo+h)-f(Xo) e detto incremento della variabile dipendentd &y ) ;
Ay _f(Xg+h)-f(xo)
A X h

e detto rapporto incrementale di f (x) relativgpahto xp e all'incremento h

Derivata di una funzione

La derivata di una funzione y = f (x) , nel punt®xnterno al suo dominio, € il limite, se esisteee
finito, del rapporto incrementale perh0 , e si scrive :

f(Xo +h)—f(Xp)

f' (%) =lim :

h—>0

Se il limite in questione non esiste finito si didee la funzione non é derivabile X .

Se esiste finito solo il limite destro (o il limignistro) si dice che la funzione e derivabileosaldestra (o
derivabile solo a sinistra).

Se la funzione f (x) & derivabile in ciascun purtdi un intervallo (a, b) , si dice che essa évadile

nell'intervallo (a, b) .
| simboli utilizzati per indicare la derivata diafunzione sonof'(x), y'(x), D f(x), g—y .
X

Concludendo, la derivata di una funzione y = f¢&)colata in un punto x O , rappresenta il coedfite
angolare m della retta tangente t alla curva irsjolee nel suo punto P (x 0, f(x 0) ),
cioe: f'(x0)=mt.
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TEOREMI SULLE DERIVATE

Derivata della somma

D[f)+g(]=fx + g x

Derivata del prodotto

D[fx) Ogx)]=f @K + f(x) ' (X

Derivata del prodotto di una costante per una funzione

D[kF(x)] = kIF (x)

Derivata del quoziente

D{ (x) }:f'(x)tg(x)—f(x)tg'(x)
g(x) [9(x))?

Derivata della funzione composta

Dg[f®)] = g'[fx]d' (x)

Esempio: Dlog, senx = [€os X = cotg X .

sen X

Derivata della funzione inversa

D f(x) = Ii dove g(y)=f"(y)
g (y)

Esempio
Siay =arcsen x. La funzione inversa & =seny definita m{—a,—

1 1 1 1

D arcsenx = = = =
Dseny cosy 1-sen?ly +1-x’
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TEOREMI SULLE DERIVATE (dimostrazioni)

Derivata della somma Dlfix) +gm)]=f'x) + d'(x

[fc+h)+ax+n)l-[f)+g)] _ | [fex+h)=f)l+lg(x+h)-g(x)] _

= /i
D[f(X) +g(X)] hITO h h-0

g(x+h)—g(x)
h

= Iimf
h-0

xR =i = f(x) +d'(x)

+ lim
h—>0

Derivata del prodotto b [f(x) y(x)] = f' (x)@(x) + fix)@' (x)

[f (x+h)Lg (x+h)]=[f (x)Ig (x)] _
h

— Jim fix+h)lg(x+h)=f(x)lg(x)+f(x+h)lg(x)=f(x+h)lg(x) _
h-o0 h

Df(x)@(x)]= Jim

= i TR g (x+h) =g ()] + a(x)([f (x+h) = (x)] _
h-0 h

= lim f (x-+h) (X”’,f_g(x) + lim g (x) (“”,f_f X = fo0m (x)+ £ (x)B(x)

Derivata del prodotto di una costante per una funzione b [kF(x)]|= kF (x)

i KLF(xHh) =k f(x)

bk F(x)] = hlimok[f(x+h,i—k[f(x) _

f(x+h)lg(x)

aggiungendo e sottraendo

= lim

kDf(x+h)—f(X) = kF'(x)
h-0 h h-0 h

Derivata del quoziente D{

g(x) [a(x)]?
flx+h) _f(x) f(x+h)lg(x)=g(x+h)Lf(x)
p I _ i Glx+h) a(x) _ g(x+h)G(x)
glx) x-o0 h X0 h
= jim LE(x*h)g(x)= f(x) g(x) =g(x+h) f(x) + f(x)lg(x) _
x~0h g(x+h)G(x)
(x+h)=f(x) _ . a(x+h)=g(x)] _
" x“og(x+h)B(x) {g(x) P } ]
1 _ 9T (x)=F(x)g'(x)

[g(x) D"(X)—f(X)@’(X)]

" a(x)@(x) [o0x)2

Matematica www.mimmocorrado.it

f(x) }z ' (x)@(x) = £(x)@'(x)

aggiungendo e sottraendo

f(x)la(x)

60



TABELLA DELLE PRINCIPALI

REGOLE DI DERIVAZIONE

D f(x)

Dg[fx] = g'[f)]d' (x)

D costante = 0

Dx"=nx"t

DIf ()] "=n[f ] ™-f'(x)

1=_i2 1 _ ')
*ox f00 [re012
D Yx =—= D W:&
nn Xn_l nmf(x)n—l
D Q/XT)= P D n[f(x)]p =LI(X)
nn Xn P nm[f(x)]n—p
D Jx=—"o D =t
2Vx b 2.Jf(x)
D sen x = cos x

D sen f (x) = f(x) - cos f (x)

D cos x == sen x

D cos f(x) =f' (x).sen f(x)

Digx=——- =1+tg’x D g f (x) = i (x)
Cos™ X cos? f(x)
D cotg x =- =—(1 + cotg® x) D cotg f (X) = - ' (x)
Ser—Xx ser? f(x)
1 |
Dlog.x ==log, e = L €]
X a Xl:bgea D Iogax f(X)I]bgea
1 |
Dlogex == -
e X D logef (X) )
D a* =& Oogea Da' ®=a"®.jogga.f' (x)
De*=¢ De'®=f"(x).e®
_ |
D arcsen x = D arcsen f (x) = fr(x)
1=x 1-[f (x))?
1 |
D arccos x = > D arccos f (x) S 0
1=x 1-[f ()]
|
D arctg x = D _ ()
2 arctg f (x) =
1+Xx 1+[f (X)]Z
|
D arccotg x = D arccotg x = f ()
L+x° 14[1 ()2
Dx*= XX-(1+Iogex)

D[f (0] 9® =[ (] 9% Eﬁg' (x) Oogf (x)+%tﬂ' (x)]
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DERIVATE DI ALCUNE FUNZIONI ELEMENTARI (dimostrazioni)

La derivata della funzione y =k ¢é zero JOR

f(X+h)_f(X) = lim ﬂ = |lim 9: 0
h

Infatti f'(x) =Ilim h

h-0 h-0 h-0

Questo risultato pud essere ottenuto anche grafictminfatti la funzione y = k rappresenta untaret
orizzontale e pertanto la retta tangente ad eksaedta stessa, la quale essendo orizzontale ha
coefficiente angolare zero.

Dx=1 00O0R

Infatti f'(x) =lim f(x+h)-f(x) — lim x+h-x _

h-0 h-0 h-0

Questo risultato puo essere ottenuto anche gradicminfatti la funzione y = x € la bisettrice tfeé
lll° quadrante e pertanto la retta tangente ad @$aaetta stessa, la quale ha coefficiente angaino.

D x?=2x OOR

_ 2 _ .2 2 12 2
f'(x) =lim PO+ =F () _ (x +h)* -x i XOth ;th X2 i NO0+29
h-0 h-0 h-0 h-0
Dx®=3x* [OOR
— 3_,3 3 3 2 2, _ .3
£1(x) =lim P+ =F ) _ (x +h)® -x ~jim X h7 43X+ 3 x-xF
h h
3 2 2 2 2
h h h-0

Dx" =nx""! 0OOR
P+ =f () _ (x+h)" =x"

f'(x) =lim =
h h
X" +nx" T h+a,x"P 2 + . +apgx " +h" - x"
= lim =
h

h-0

i hnx" ™ +a,x"? th+ ...+apgxh"2 +h ") gl
h
h-0
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D\ x = Ox =0

i x+h=+/x Vx+h +/x

h-o0 h Ix+h+Jx

flx+h)=fx) _ . Nx+h=ix
h

f'(x) = lim

xt+h-x h 1

1 1
= lim = [im = [im = =
h-0 hifNx+h+x)  h-o0 hifdx+h+x)  h-0 Ix+h+Jx  Jx+Jdx  2Jx

Dlnx=£ Ox >0

X
InX+h
+h)- +h)-
Fix) = fim TEERZI0) o InOx*h)Zinx o © x
h-o0 h h-0 h h-0 h
_ 1 1
+ +
= lim lﬂ\nx h = lim In X h}h = lim In[l+ﬁ}h ponendo £=1 =
h-0 h X h-0 | X h-0 X x t
1
11y e oy
= [lim In[1+—}x = lim In (1+—)} = lim Inex =— |,
t oo t t o t t o X
D log, x = Ox >0
Ja tha
Essendo Iogax=ln—x = Dinx = Diﬂ]nx = iH[)Inx = iBZ— = 1
Ina Ina Ina Ina x xha
D e* =¢e* O0OR
+h)— x+h _ _x h _
f’(X) = [/mw = /,m: = |im eXEe;;l:exﬂ = ex
h-0 h h-o0 h h-0 h
D sinx =cos x O0R
+h)— R — e ) + L
Fi(x) = lim f(x+h)—f(x) — lim sin(x+h)—sinx — lim sinx[cosh+cosx[sinh sinx _
h-0 h h-0 h-0 h
5 sinx[ﬂ—1+cosh)+cosxl3inh_ . . —1+cosh  sinh _
= lim = lim| sinx + [dosx |=
h-0 h hoo
. 1-cosh _ . 1-cosh E1+cosh_ , 1-cos?h . sin’h _
Essendo Ilm -—_—— - Ilm_ =-=-imm --—-—-———-=m--—-———-=
h-0 h h-0 h 1+cosh h-o0 hl{i1+cosh) h-o0 hl{l1+cosh)
= lim —ﬂgﬂ=—1m=0 si ha:
h-0 h 1+cosh
-1+ H
= lim {sinx 1 COSh+SmhE’rosx}=sinxm+lﬁ’rosx=cosx.
h-0
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D cos x =—sinx O0oR

f'(x) = lim
h-0

= lim

f(x+h)-f(x) _ lim cos(x+h)—cos(x) — lim cos x [cosh—sinx[sinh—cos (x) _

h h-o0 h h-o0 h

h—>0

cosx[(cosh—1)—sinx[sinh — lim COSXEq:rOS:_l—Sinxdlzh — 1D —sinx = sinx
h-0

h

1 7l
Dtgx= 5 Ox#—+kiT
cos” x 2
1
2 2 2
sen x costrosx—(—senx)Benx cos“ x+sen“x _ cosx
Dth =D = 5 = 5 =
cos x cos“x cos“x
1+tg°x
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MAX MINIMI E FLESSI

Siay = f (x) una funzione reale definita nell'intallo [a, b] ed »% un punto di tale intervallo ;

se per ogni x appartenete ad [a, b] risulta :

f(X) <f(xq) : sidice che yé un punto dmassimo assolutger la funzione ;

f(x) >f(xg) : sidice che ye un punto dminimo assolutoper la funzione ;

se esiste un intorno H del puntg xper ogni x del quale, diverso dg xrisulta :

f(X) <f(xg) : sidice che ye un punto dmassimo relativoper la funzione ;

f(xX) >f(xq) : sidice che yé un punto dminimo relativo per la funzione ;

Un punto P (%, f (X0) ) € un punto di flesso per la funzione y = f §€) la curva passa da una parte
all’altra della tangente in esso.

YN
Max | - ___________
assolutg |
|
Max relativo |
|
|
| Flesso ;
|
| |
! |
‘ ! Flesso |
| | I
I
| | ;
Min | 1””””1 777777777777777 !
assolutd i | ‘ |
. . : .
! n X
(@] a XO XO b

Regola per la determinazione dei max e dei min relativi

Si calcola la derivata prima della funzione y x¥ ¢ si trovano le soluzioni dell'equazioné() = 0 ; e
sia Xp una di queste soluzioni.

<0 Xp max
Si calcola la derivata secondd {x) . Se risultaf ' (xg)={ >0 xy min

=0 Xxp ?
Sef'' (xg) = O sicalcolat' (x). Serisulta f'' (x) #0 allora x, non & ne max ne min.
Serisulta f'' (x) = 0, si calcolano le derivate successive fintoovare quella che non si annulla ig x
Se quest'ultima é di ordine pari, si ha ipun massimo se tale derivata € negativa, oppureigimo , se
essa e negativa; se invece e di ordine dispgman € ne punto di max né punto di min relativo lper
funzione .

Determinazione dei max e dei min relativi ( II © metodo )

Si calcola la derivata prima della funzione y x)¥ ¢ si studia il segno della derivata prima) > 0 ;
negli intervalli dove la derivata prima é positieefunzione é crescente;
negli intervalli dove la derivata prima e negati@dunzione e decrescente;

Regola pratica per la determinazione dei flessi

Si calcola la derivata seconda della funzione Y £ si trovano le soluzioni dell’equaziont fx) = 0 e
sia Xp una di queste soluzioni.

Se la prima derivata , dopo la derivata secondi@ ,imon si annulla in é :

di ordine dispari, la curva ha un flesso y{8, f (Xo) )

I'alto  seladerivataepositiva

di ordine pari, la curva volge in&o, f (Xo) ) la concavita verse . K _
Il bassosela derivataenegativa
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TEOREMA DI ROLLE

Siaf (x) una funzione continua nell' intervallo Esiste almeno un punto ¢ [J(a, b) nel
chiuso [a,b] e derivabile nell'intervallo aperto | —> | quale la derivata della funzione & nulla,
(a,b) esiainoltref (a) =f (b) cioé: f'(c)=0

Il significato geometrico del teorema di Rolle éélguente:

Seunarcodicurva,di equaziong/ = f (x),

edotatodi tangentein ciascunalei suoi =
punti, esclusial piu gli estremi,edinoltre

hale ordinatedeidueestremuguali

f(@)=1(0) f(a)=1() ‘

—>
X

Esistealmenaun punto,internoall’ arco,
nelqualela rettatangentee parallela
all' assedelleascisse.

b3 4

a c b a Ca C> b

Se invece viene a mancare una delle ipotesi dekehem I'esistenza del puntdi(a,b) nel quale la
tangente € orizzontale non € assicurata. Si ogs@nseguenti controesempi:

f(a)#f (b) f (x) non é continua in tutto (a, bY (x) non é derivabile in tutto (a, &

yA yA yA

f (b) /
f(a)=f(b)

f(a)

f(a)=f (b)

QO

T
by 4
<8}
T
by 4
Q
O
b 4
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TEOREMA DI LAGRANGE

Esiste almeno un punto c [I(a, b)

Siaf (x) unafunzione continua nello nel quale la derivata & uguale al
intervallo chiuso [a,b] e derivabile = rapporto incrementale della funzione
nell'intervallo aperto (a,b) relativo all'intervallo (a, b), cioe :

JESCEC

Il significato geometrico del teorema di Lagrangeseguente:

Seunarcodi curva,di equaziong/ = f (x), Esistealmenaun punto,internoall’ arco la
edotatodi tangentein ciascunalei suoi = cui larettatangentee parallelaalla corda
punti, esclusial piu gli estremi congiungetei puntiestremidell’ arcostessa.

A A

1 1
f(b) B f (b) / B
7

to

f(a) f(a)

a ¢ b > a & © b X

Se invece viene a mancare una delle ipotesi dekehem I'esistenza del puntdi(a,b) nel quale la
tangente € parallela alla corda AB non é assicugtasservano i seguenti controesempi:

f (X) non & continua in tutto (a, b) f (X) non é&idabile in tutto (a, b)
y“ yﬂ
f (b) ; B
f (b) B
f@) fx f(@) fx
a b §( a b ?(
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TEOREMA DI DE L'HOPITAL

Sia x, U(a,b) esianof (x) e g (x) due funzioni :
- continue in [a, b] e derivabili in (a, b) - {x, }

— o f - ')
Srane 565 = o)
0/~ 0/~

|
- esiste finito o infinito) il fim 2
x-x0 g (X)

La validita del teorema suddetto si estende anche:
+ alcasoincuix -

+ al caso in cui le due funzioni sono infinite (formdeterminata— ).
(0]

Applicazioni del Teorema di De L'Hopital

Il teorema di De L’Hopital permette di calcolare Ithbmiti che si presentano nelle forme indeteratie

0

0 e — . Inoltre, mediante particolari accorgimenti, petta di calcolare anche quelli che si presentano
(00]

nelle forme indeterminat@ [0 e +0-00 .

Esempi
2 2
1-x 0 . o 1-x - 2X 2
lim 3 = — applicando De L’Hopital si ha |im = lim — =T
X—>1X _1 O X—»lX _1 X—>13X 3
nx O . L nx X 5
lim >se = — applicando De L’Hopital si ha {jm >se = lim SC0S =—.
x- 0 3Xx 0 X- 0 3X X- 0 3 3
2"-2_0 _ 28 -2 2"
im ®— = — applicando De L'Hopital si ha {jm ®— = lim e =2.
x-0 Senx 0 x_0 Senx % 0 COSX
2 2
1-3x o0 1-3x - ()
lim # = — applicando De L’'Hopital si ha :Jim # = lim 6x = —
xow5x2 +4x -6 *® Xo @ 5X2 44X =6  xo o0 10X+4 00
: - 3
applicando nuovamente De L'Hopital si haljjm — = ——= .
X S
. . N o logx _ o e
lim Xlogx =0[c0 ma il limite puo essere scritto:]j;; —— = — e con De L'Hopital si ha:
X— 0+ X 0+ } (0]
X
1
= | 1 |
lim Xl = |im -=0¢ = |im -x =0.
Xx-0" - = xot X x-0"
X
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STUDIO DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE

Lo studio del grafico di una funzione avviene eseamdo i seguenti punti :

Determinazione del nome e del grado della funzione

Determinazione del dominio della funzione

Determinazione dei punti di discontinuita dellaZione

Determinazione di eventuali simmetrie e periodicita

Determinazione degli eventuali punti di interseBa@ella curva con gli assi cartesiani
Determinazione del segno della funzione

Calcolo dei limiti agli estremi di definizione

Determinazione degli asintoti della curva

© © N o ok~ w DB

Calcolo della derivata prima della funzione

10. Determinazione del dominio della derivata primaladélinzione

11.Determinazione dei punti di non derivabilita

12.Determinazione dei punti in cui la derivata primaer zero.

13. Determinazione del segno della derivata prima

14.Determinazione dei Max e dei Min relativi

15. Calcolo della derivata seconda della funzione

16. Determinazione del segno della derivata seconda

17.Determinazione della concavita della curva e deitpdi flesso.

18. Calcolo dei limiti della derivata prima nei punti ffontiera dell’'insieme di esistenza
19. Rappresentazione grafica della curva, con l'aiutehle del calcolo di altri punti della curva.
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